ANALISIS DE REDES RESISTIVAS,
3.1.-METODO DE MALLAS Y METODO DE NODOS,

El andlisis de circuitos eléctricos esta vinculado por lo general con la soluciéon
de un conjunto de n ecuaciones con n variables. Se han desarrollado dos métodos
sistematicos, el primero de ellos basado en la Ley de Kirchhoff de los Voltajes y el
segundo basado en la Ley de Kirchhoff de las Corrientes, que permiten formular y
resolver los sistemas de ecuaciones que describen los circuitos complejos en
forma sistematica.

El primero de estos métodos recibe el nombre de Método de Mallas vy las
incognitas del sistema de ecuaciones son las corrientes del circuito, mientras que
el segundo se denomina Método de Nodos vy sus incognitas son los voltajes de los
nodos del circuito.

El procedimiento que se va a describir para el Método de Mallas es aplicable a
redes planas, mientras que el Método de Nodos puede aplicarse tanto a redes
planas como no planas. En los proximos puntos se describen en detalle los dos
Métodos mencionados.

3.1.1.- El Método de Mallas.

El Método de Mallas es aplicable a cualquier red plana. Se basa en el analisis
de las mallas elementales de la red. Segun se indico en el Capitulo 1, el nUmero de
corrientes independientes de una red, que se corresponde con el nUmero de mallas
elementales de la misma es igual al nUmero de cuerdas, enlaces o eslabones, el cual
esta dado por la ecuacion:

E=R-N+1 (3.1)

Donde:

E: NUmero de enlaces, cuerdas o eslabones.

N: Numero de Nodos.

R: Nimero de Ramas.

Asi por ejemplo, la gréfica orientada de la red mostrada en la Figura 3.1 se
puede observar en la Figura 3.2. Dicha red consta de 13 Ramas y 7 Nodos, por lo

que aplicando la ecuacién para calcular el nimero de Enlaces se obtiene que es igual
a 7. Es conveniente observar que al hacer la grafica de la red se considerd que los
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elementos E3 y E14 son parte de la misma Rama, identificada como Rz, y lo mismo
ocurre con los elementos Eg y E15, los cuales forman parte de la Rama Rg.

Dado el numero de Enlaces, el numero de corrientes independientes de la red
es también igual a 7. En la Figura 3.3 estan identificadas las 7 mallas elementales
de la red con sus correspondientes corrientes.

E, E, E,
Ey Es Eig
E, E- E, E, —‘
E1EI E11 E12 E15
E13

Figura 3.1.- Circuito eléctrico general.

Figura 3.2.- Gréfica orientada del circuito de la Figura 3.1.
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Figura 3.3.- Corrientes de malla del circuito de la Figura 3.1.

Para definir el procedimiento del Método de Mallas se va a considerar en
primer lugar una red con dos mallas elementales, cada una de las cuales cuenta con
una fuente de voltaje independiente, segun se puede observar en la Figura 3.4.

Figura 3.4.- Red con dos mallas elementales.

El primer paso para aplicar el Método de Mallas consiste en asignarle a cada
malla elemental una corriente de malla. Estas corrientes se deben asignar todas en
la misma direccion, usualmente en el sentido de las agujas del reloj, tal como se
muestra en la Figura 3.5.

Como puede observarse, la corriente que circula por las resistencias Ry, R»
y la Fuente de Voltaje V3 es la definida como iz, la corriente que circula por las
resistencias R4, Rs y la Fuente de Voltaje V2 es la definida como iz, pero la
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Figura 3.5.- Asignacion de las corrientes de malla en el circuito de la Figura 3.4.

que circula por R3 es la corriente i3, la cual se puede expresar en funcién de las
corrientes de malla i1 e i>. Para ello se debe aplicar la LCK en el nodo A,
obteniéndose:

i3 =11 -2 (3.2)

Para resolver el circuito, es decir, determinar el valor de las corrientes de
malla i1 e i2, se va a aplicar la LVK a cada una de las dos mallas elementales. Las
ecuaciones que se obtienen son las siguientes:

-V1 + R1 xi1 + Rg3xig+ Roax i1 =
Vo + Rg Xi2 - R3 X iz + Rg X i2

—_— ——

0
o (3.3)

Arreglando términos y sustituyendo i3 por la expresion de la ecuacién (3.2)
se obtiene:

Vi1 =R1 Xi1+ Rzx (i1 -1i2) + R x i1
-Vo = Rg X i2 - Rz x (i1 - i2) + Rg X i2

—_— ——

(3.4)

De donde:

Vi=(R1 +R2+ R3)i1 - R2xi2
-Vo = - R X i1+ (R3 + Rg + Rp) X i2

—_— ——

(3.5)

Al analizar el sistema de ecuaciones (3.5) se pueden deducir las siguientes
conclusiones:

Dadas las direcciones de las corrientes de malla, i1 e ip, las fuentes de
voltaje, que se encuentran en el lado izquierdo de las ecuaciones, tienen signo
positivo si la corriente de malla entra por el terminal negativo de la fuente, dado
que en este caso representan un alza de voltaje en el lazo, mientras que tienen
signo negativo si la corriente de malla entra por el terminal positivo, lo cual
corresponde a una caida de voltaje en dicho lazo.
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En el lado derecho de las ecuaciones se encuentran los productos de las
corrientes de malla por las resistencias del circuito. El término que multiplica a i1
en la primera ecuacion es (R1 + R2 + R3). Este término es la suma de todas las
resistencias que se encuentran en la malla de la corriente i1. En forma similar, el
término que multiplica a i2 en la segunda ecuaciéon es (R3 + R4 + Rg), el cual es la
suma de todas las resistencias que se encuentran en la malla de la corriente i>. Por
otra parte, en la primera ecuacion, la corriente i2 esta multiplicada por -R2. Esta
es la resistencia que la malla de i1 comparte con la malla de i>. El signo menos se
debe a que a través de la resistencia Rz la direccidn de la corriente i1 es opuesta a
la de la corriente i>. De igual forma, en la segunda ecuacién, la corriente i1 también
esta multiplicada por -Ro, la resistencia que comparten ambas mallas. Ro recibe el
nombre de resistencia mutua entre las mallas 1 y 2.

Este sistema de dos ecuaciones con dos incognitas se puede escribir en
forma matricial, tal como se indica a continuacion:

gV E e(R]_ + R2 + R3) - Ro agila 36

En general, esta ecuacion matricial de dos incdégnitas puede escribirse de la
siguiente forma:

v, 4 € ‘Rq» Y&, U
eVig _ & R11 -Riz gélig (3.7)
€Vl ~ €-Rz; Raz UCiRU '

El término de la izquierda es una matriz columna en la que se encuentran las
fuentes de voltaje de cada una de las mallas. El término de la derecha estéa formado
por el producto de dos matrices: Una matriz cuadrada en la que todos los
elementos son resistencias y una matriz columna, donde se encuentran las
corrientes de malla que constituyen las incognitas del sistema.

La diagonal principal de la matriz cuadrada, los términos Rjj, contienen las
resistencias totales de cada una de las mallas elementales de la red, mientras que
los elementos que ocupan las posiciones Rj, contienen la resistencia comun entre
las mallas i y h, con signo negativo. Por supuesto la resistencia Rjn, debe ser igual a
Rhi.

Una vez definida esta ecuacién matricial es posible determinar las corrientes
incognita i1 e io.
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Estas conclusiones se pueden generalizar a cualquier red plana con n mallas
elementales que constan de resistencias y fuentes de voltaje independientes, como
la mostrada en la Figura 3.6, lo cual da lugar a una ecuacién matricial con n

incognitas.

Figura 3.6. Red plana con n mallas elementales.

Como se indicé anteriormente, el primer paso consiste en asignarle a cada
malla elemental una corriente de malla, las cuales se deben asignar todas en la
misma direccion, tal como se muestra en la Figura 3.7.

A continuacién se puede escribir directamente la ecuaciéon matricial, cuya
expresion general es la siguiente:

[VI =LR1T[1] (3.8)

Al ubicar las fuentes de voltaje, las resistencias y las corrientes incognita en
esta ecuacion matricial se obtiene:

éV]_U é R11 -R12 ..... ..... -R1n ué I]_U
g et T et g,
Q.U € - o e e ué---u

Vn -Rn1 -Rp2 oeeen ol Rnn in
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Figura 3.7.-Asignacién de las corrientes de malla en el circuito de la Figura 3.6.

En cada uno de los elementos de la matriz columna ubicada a la izquierda del
signo igual se debe colocar el valor resultante de sumar algebraicamente todas las
fuentes de voltaje de cada malla elemental, asighandole signo positivo a aquellas
fuentes en las que la corriente entra por el terminal negativo y signo negativo a las
que tienen la polaridad opuesta.

La matriz cuadrada es la Matriz de las Resistencias de la red. Los elementos
de la diagonal principal (Rjj) son iguales a la suma de todas las resistencias de cada
malla. Los elementos restantes (Rj,) son iguales a la resistencia que comparten las
mallas i y h con signo negativo, y se cumple que Rijnh = Rnpj, por lo que la matriz es
simétrica. Si las mallas i y h no tienen una resistencia en comun, el término Rj, es
igual cero.

La matriz [i] es una matriz columna con las n incognitas de la red.

Una vez planteada la ecuacion matricial, se resuelve aplicando la relacion:

é ill:l é R11 -R12 ..... ..... -R1n U_l éV]_U
A o - A-R21 Roo ... ... -Ropn .~ A Vo -
g 2. @fw fe oo (0 &% 610
e ..... u e ......................... u e ..... u
In ‘Rnl ‘an .......... Rnn Vn
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Si las fuentes independientes de las red son fuentes de corriente, pueden
aplicarse las reglas de equivalencia entre fuentes reales, o en caso de que dichas
fuentes de corriente no cuenten con resistencias en paralelo, puede utilizarse el
Teorema de Blakesley, a fin de determinar un circuito equivalente en el que todas
las fuentes sean fuentes de voltaje. Pero al definir dichos circuitos equivalentes se
debe tener cuidado de identificar las variables de interés, ya que pueden "perderse”
al realizar las transformaciones. En estos casos, una vez determinadas las
corrientes de malla es necesario regresar al circuito original para calcular dichas
variables de interés. Existen otros procedimientos para resolver circuitos que
incluyen fuentes de corriente por el Método de Mallas, que se estudiaran en los
proximos puntos.

3.1.2.- El Método de Nodos.

El Método de Nodos es aplicable a cualquier red, plana o no plana. Se basa en
el andlisis de los nodos independientes de la red. Segun se indico en el Capitulo 1, el
namero de nodos independientes de una red es igual al nUmero de nodos totales
menos uno, el cual es el nodo de referencia o nodo de tierra.

Asi por ejemplo, la gréfica orientada de la red mostrada en la Figura 3.1 se
puede observar en la Figura 3.2. Dicha red consta de 13 Ramas y 7 Nodos, por lo
que el numero de Nodos independientes es igual a 6.

Para definir el procedimiento del Método de Nodos se va a considerar en
primer lugar una red con dos nodos independientes, a cada uno de los cuales esta
conectada una fuente de corriente independiente, segln se puede observar en la
Figura 3.8.

HOREL , ()

J:_ II'“lr'-ahf.

Figura 3.8.- Red con dos nodos independientes.

El primer paso para aplicar el Método de Nodos consiste en asignarle a cada
nodo independiente un voltaje referido al nodo de tierra, en el cual por definicién el
voltaje es cero. Estos voltajes se definen asignando el terminal positivo al nodo
independiente y el negativo al nodo de tierra, tal como se muestra en la Figura 3.9.

102



Rs
AW

+ 'z -+

ORI IN O

L

Figura 3.9.-Asignhacion de los voltajes de nodo en el circuito de la Figura 3.8.

Como puede observarse, el voltaje sobre la resistencia R; es v1, el voltaje
sobre la resistencia Rz es vo, y el voltaje sobre la resistencia Rz es vz, el cual se
puede expresar en funcidn de las voltajes independientes v1 y vo. Para ello se debe
aplicar la LVK en el lazo formado por las tres resistencias, obteniéndose:

V3 = V1 -V2 (3.11)

Para resolver el circuito, es decir, determinar el valor de voltajes
independientes v, y V2, se va a aplicar la LCK a cada uno de los dos nodos. En este
caso es conveniente utilizar la conductancia como el parametro que relaciona el
voltaje con la corriente, tal como se indica en la Figura 3.10. Las ecuaciones que se
obtienen son las siguientes:

52

SV
+ Yz -4
&

v, =G, C# 2

D

L

Figura 3.10.- Circuito en el que se utiliza la conductancia para representar a los

elementos disipativos.
-1+ G1 xv, + Gg X v3 =
o+ G2 X vo - Gg X vg =

—_— ——

0
o (3.12)

Arreglando términos y sustituyendo vz por la expresion de la ecuacion (3.11)
se obtiene:
l1 = G2 x vy + G3z X (V1 - V2)

-l2 = G2 x v2 - G3 X (V1 - V2) (3.13)

—_— ——
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De donde:

l1 = (G1 + G3) v1 - G3 X V2
-l = -Gz x v1 + (G2 + G3) X V2

—_— ——

(3.14)

Al analizar el sistema de ecuaciones (3.14) se pueden deducir las siguientes
conclusiones:

Dadas las polaridades de los voltajes independientes, vi1 y vo, las fuentes de
corriente, que se encuentran en el lado izquierdo de las ecuaciones, tienen signo
positivo si la corriente entra por el terminal positivo del voltaje, dado que en este
caso representan una corriente que se introduce en el nodo, mientras que tienen
signo negativo si la corriente sale del terminal positivo del voltaje, lo cual
corresponde a una corriente que sale del nodo.

En el lado derecho de las ecuaciones se encuentran los productos de los
voltajes independientes por las conductancias del circuito. El término que multiplica
a vi1 en la primera ecuacion es (Gp + G3). Este término es la suma de las
conductancias que se encuentran conectadas al nodo donde esta definido el voltaje
v1. En forma similar, el término que multiplica a v2 en la segunda ecuacion es (G2 +
G3), el cual es la suma de todas las conductancias que se encuentran conectadas al
nodo donde esta definido el voltaje vo. Por otra parte, en la primera ecuacion, el
voltaje vo estd multiplicado por -G3. Esta es la conductancia que el nodo vi
comparte con el nodo v2. El signo menos se debe a que en la conductancia G3 la
polaridad del voltaje v1 es opuesta a la del voltaje vo. De igual forma, en la segunda
ecuacion, el voltaje vi1 también esta multiplicado por -Gz, la conductancia que
comparten ambos nodos. Gz recibe el nombre de conductancia mutua entre los
nodos 1y 2.

Este sistema de dos ecuaciones con dos incognitas se puede escribir en
forma matricial, tal como se indica a continuacion:

Vi
V2

MDD

_&G1 + G3) - G3
€ -Gz (G2 + G3)

Oy
[ o) el el

[ o) el el
(9%

g 11
&-l (3.15)

En general, esta ecuacidon matricial de dos incognitas puede escribirse de la
siguiente forma:

Vi

& G11 -G12

-G21 Go22

O\
(D: (XD~
e ] e enid

(3.16)

El término de la izquierda es una matriz columna en la que se encuentran las
fuentes de corriente conectadas a cada uno de los nodos. El término de la derecha
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estd formado por el producto de dos matrices: Una matriz cuadrada en la que
todos los elementos son conductancias y una matriz columna, donde se encuentran
los voltajes de nodo que constituyen las incégnitas del sistema.

La diagonal principal de la matriz cuadrada, los términos Gjj, contienen las
conductancias totales conectadas a cada uno de los nodos de la red, mientras que
los elementos que ocupan las posiciones Gj, contienen la conductancia comun entre
los nodos i y h, con signo negativo. Por supuesto la conductancia Gj, debe ser igual
a Gpj si todos los elementos de la red son lineales y pasivos.

Una vez definida esta ecuacion matricial es posible determinar los voltajes
incognita vy y vo.

Estas conclusiones se pueden generalizar a cualquier red con n nodos
independientes que constan de conductancias y fuentes de corriente
independientes, como la mostrada en la Figura 3.11, lo cual da lugar a una ecuacion
matricial con n incégnitas.

Figura 3.11.- Circuito con n nodos independientes.
Como se indicé anteriormente, el primer paso consiste en asignarle a cada
nodo independiente un voltaje de nodo, las cuales se deben asignar con la polaridad
indicada en la Figura 3.12.

A continuacién se puede escribir directamente la ecuaciéon matricial, cuya
expresion general es la siguiente:

[l =[C1[V] (3.17)
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e |1u e G11 -G12 oo ...l -G1n ue V]_u
g Py e’ B Ay (3.18)
e ..... u ......................... ue ..... u
In -Gn1 -Gp2 ... ..l Gnn Vn
l, |
S Ss
TAVATAYA - WVSAAS—
53 '34 5 Ei
A W ——---L-

ORI O NONSE N0
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Figura 3.12.-Asignaciéon de voltajes de nodo en el circuito de la Figura 3.11.

En cada uno de los elementos de la matriz columna ubicada a la izquierda del
signo igual se deben colocar el valor resultante de sumar algebraicamente todas las
fuentes de corriente conectadas a cada nodo, asignandole signo positivo a aquellas

fuentes en las que la corriente entra en el nodo y signo negativo a las que salen del
nodo.

La matriz cuadrada es la Matriz de las Conductancias de la red. Los
elementos de la diagonal principal (Gjj) son iguales a la suma de todas las
conductancias conectadas a cada nodo. Los elementos restantes (Gjn) son iguales
a la conductancia que comparten los nodos i y h precedida de un signo negativo, y
se cumple que Gj,y = Gpj, por lo que la matriz es simétrica.

La matriz [v] es una matriz columna con las n incognitas de la red. Una vez
planteada la ecuacion matricial, se resuelve aplicando la relacion :

é Vlu A G111 -Gi2 ... ...l -G1n U_l é |1l:|
A Vo - A -G G222 .vr ... -Gop -~ A o -
e a_é’ oo "0 U (i
ey e u e---u
Vn -Gn1 -Gp2 .. ..l Gnn In



Si las fuentes independientes de las red son fuentes de voltaje, pueden
aplicarse las reglas de equivalencia entre fuentes reales, o en caso de que dichas
fuentes de voltaje no cuenten con resistencias en serie, puede utilizarse el
Teorema de Blakesley, a fin de determinar un circuito equivalente en el que todas
las fuentes sean fuentes de corriente. Pero como en el caso anterior, al definir
dichos circuitos equivalentes se debe tener cuidado de identificar las variables de
interés, ya que pueden "perderse" al realizar las transformaciones. En estos casos,
una vez determinados los voltajes de nodo es necesario regresar al circuito original
para calcular dichas variables de interés. Existen otros procedimientos para
resolver circuitos que incluyen fuentes de voltaje utilizando el Método de Nodos,
que se estudiaran en los préximos puntos.

En el circuito de la Figura 3.13, determine la potencia entregada por cada
fuente independiente.

101

111 £

20 ()1-oss
o) O

100 b

Figura 3.13.- Ejemplo de la aplicacion de los Métodos
de Mallas y de Nodos.

Como se puede observar, el circuito cuenta con dos fuentes de voltaje y una
fuente de corriente. Para determinar la potencia entregada por cada fuente es
necesario calcular la corriente que circula por cada una de las fuentes de voltaje y
el voltaje entre los terminales de la fuente de corriente. Puede utilizarse el Método
de Mallas para calcular las corrientes del circuito, o el Método de Nodos para
determinar los voltajes de interés. A fin de demostrar el uso de dichos métodos, se
van a aplicar ambos para resolver el circuito.

En primer lugar se va a aplicar el Método de Mallas. Para ello es necesario
transformar la fuente de corriente de 0,5A con la resistencia de 2Wen paralelo, en
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una fuente de voltaje de 1V con dicha resistencia en serie, tal como se muestra en
la Figura 3.14. Antes de realizar esta transformacién es conveniente notar que la
variable de interés para poder calcular la potencia de la fuente de corriente es el
voltaje entre los puntos a y b de la Figura 3.13, los cuales estan marcados
nuevamente en la Figura 3.14.

100

vk}

b s

117 200 201

o) O O

100 b

Figura 3.14.- Modificaciones al circuito de la Figura 3.13 para
aplicar el Método de Mallas.

Una vez determinado el circuito equivalente que sdlo incluye fuentes de
voltaje, es posible aplicar el Método de Mallas segun el procedimiento indicado. En
primer lugar, se definen las corrientes de malla como se indica en la Figura 3.15.

102
=
1101 201 200
Iy Iz
‘-.-f1= 5 \.f2= a '-.l.-'3= 1
10 b

Figura 3.15.-Asignacion de las corrientes de malla en el circuito de
la Figura 3.14.
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A continuacién se puede escribir la ecuaciéon matricial:

[ V] =[R] [i] (3.20)

g3 _& 5 -2 f&iy
€50 =€ 5 i 0 (3.21)

Resolviendo esta ecuacién matricial se obtiene:

6Ll 1 ¢ -

élig _ 1 &4 2 HE3Y

éi,0 ~16€ 2 5 UELU (3.22)
i1 = 1A (3.23)
i =1A (3.24)

Una vez conocidas las corrientes de malla, se pueden calcular las potencias
en las fuentes de voltaje V1 y V2. Por la fuente V1 circula la corriente i1 del
terminal negativo al positivo, por lo tanto:

Py, = -6V x 1A = -6W (3.25)

Por la fuente V> circula la corriente i3 del terminal negativo al positivo, por lo
tanto:

i3=i2-i1=1A-1A =0A (3.26)
Pv, = 3V X OA = OW (3.27)

Para determinar la potencia de la fuente de corriente |1 es necesario calcular
el voltaje entre los terminales a y b. Del circuito presentado en la Figura 3.15:

Vap = 2Wx 1A + 1V = 3V (3.28)
Por lo tanto:
Pi; =-3Vx 1A =-3W (3.29)

A continuaciéon se va a resolver el mismo circuito aplicando el Método de
Nodos.
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Para ello es necesario transformar las dos fuentes de voltaje con resistencia
en serie en fuentes de corriente con resistencia en paralelo. Antes de realizar
estas transformaciones es conveniente sustituir las tres resistencias en serie con
la fuente de voltaje V1 por una resistencia equivalente de 3W, tal como se muestra
en la Figura 3.16.

4
L

=19 201

20 (F)1-os:
o O

b

Figura 3.16.- Primera modificacion al circuito de la Figura 3.13 para
aplicar el Método de Nodos.

Hecho esto, es conveniente identificar los puntos entre los cuales estén
conectadas las fuentes de voltaje con sus resistencias en serie, ya que al realizar
las transformaciones se van a "perder" las corrientes que circulan por ambas
fuentes de voltaje, y es necesario conocer la ubicacion de dichos puntos para poder
calcular las corrientes correspondientes. Los puntos estan identificados con las
letras a y b en el circuito de la Figura 3.16, mientras que la Figura 3.17 muestra el
circuito equivalente una vez realizadas las transformaciones.

4
L

30 G>I1= ZA 20 G)lf*hsa 207 G>I=D,5ﬂ

Figura 3.17.-Segunda modificacion al circuito de la Figura 3.13 para
aplicar el Método de Nodos.
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Esta red tiene s6lo dos nodos, uno de los cuales (por lo general el inferior)
debe escogerse como nodo de referencia, por lo tanto existe un solo nodo
independiente, lo cual implica que se necesita una sola ecuacion para determinar su
voltaje.

La ecuacion que define el voltaje entre ay b es:

1 1 1
(2A + 1,5A + 0,5A) = (§ + > + > Wab (3.30)
De donde:
Vap = 3V (3.31)

Este es el voltaje existente entre los terminales de la fuente de corriente 11,
por lo tanto:

Pi, = -3V x 1A = -3W (3.32)

Para hallar la potencia de las fuentes de voltaje es necesario calcular las
corrientes que circulan por ellas, sabiendo que el voltaje Vs es igual a 3V. Del
circuito presentado en la Figura 3.16:

Vaw = (6V - 3V) = 3V = 3WX i1 (3.33)
i1 = 1A (3.34)
Vow=(3V -3V) =0V =2Wx ip (3.35)
i2 = 0A (3.36)
Por lo tanto:
Py, = -6V X 1A = -6W (3.37)
Pv, = -3V x OA = OW (3.38)

Como es de esperar, los resutados obtenidos con ambos métodos son los
mismos, pero los calculos realizados al aplicar el Método de Nodos fueron mas
sencillos y rapidos que los correspondientes al Método de Mallas, porque la red
cuenta con menos nodos independientes que mallas elementales. Por lo tanto antes
de comenzar a resolver un circuito dado, es necesario determinar el nimero de
ecuaciones independientes que se van a obtener con cada uno de los métodos y
aplicar aquél que produzca el sistema de ecuaciones mas reducido.
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Figura 3.18.- Diagrama de Flujo para la aplicacion de los Métodos

de Mallas y de Nodos.
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La aplicacion de estos Métodos a una red plana constituida por resistencias y
Fuentes independientes tanto de Voltaje como de Corriente se puede resumir en el
diagrama de flujo presentado en la Figura 3.18.

En este diagrama se considera incluso la posibilidad de que no se especifique
el valor numérico de las Fuentes independientes, o que éstas sean funcion del
tiempo, en cuyo caso las corrientes o voltajes determinados con cualquiera de los
métodos quedan en funcion de los valores de las Fuentes.

Si se debe resolver una red no plana, se aplica el Método de Nodos.

Si se tiene un circuito como el de la Figura 3.19, en el que existen tanto
Fuentes de Voltaje como de Corriente, y se desea aplicar el Método de Mallas para
calcular el valor de las corrientes, pero no se quieren realizar transformaciones de
fuentes, se puede seguir el siguiente procedimiento alternativo:

Y

©

411 111

AWM

3gy Cf) CD 54 30

Figura 3.19.- Primer circuito con Fuentes de Voltaje y de Corriente
para explicar el procedimiento alternativo del Método de Mallas.

Para comenzar, se asigna a cada malla elemental una corriente de malla, de
tal forma que todas tengan la misma direccidn, tal como se muestra en la Figura
3.20.

A continuacién se escriben las ecuaciones que relacionan las corrientes de

malla con las Fuentes de Corriente existentes en el circuito. EI numero de
ecuaciones debe ser igual al numero de Fuentes de Corriente presentes (C). Para
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Figura 3.20.- Asignacion de las corrientes de malla al circuito de la Figura 3.19.

el ejemplo que se esta analizando, deben escribirse dos ecuaciones, esto es, C = 2,
las cuales son:

i2=-2A (3.39)
iz3-i1 =5A (3.40)

Para poder resolver un sistema con N corrientes de malla, hacen falta N
ecuaciones, por lo que una vez que se han establecido las C ecuaciones
relacionadas con las Fuentes de Corriente, es necesario determinar N-C ecuaciones
adicionales para completar el sistema. Para el ejemplo que se esta analizando, hace
falta determinar una ecuacién mas a fin de completar el sistema.

El procedimiento para escribir dichas ecuaciones es el siguiente:

En primer lugar se sustituyen las Fuentes de Corriente por Circuitos Abiertos
para poder observar con claridad los lazos restantes. La Figura 3.21 muestra el
circuito del ejemplo, en el que al realizar la modificacion indicada, queda un solo lazo
formado por la Fuente de Voltaje y las tres resistencias.

Una vez identificados tantos lazos independientes (preferiblemente mallas
simples) como el nUumero de ecuaciones adicionales que se tienen que definir para
completar el sistema (uno en este caso), se regresa al circuito original (Figura
3.20 para el ejemplo) y se escriben las ecuaciones correspondientes a los lazos
identificados. Para el circuito bajo estudio, la ecuacioén es:

38V =4Wx (i1 -i2) + IWx (i3 -i2) + B3WX i3 (3.41)
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De donde:

38V =4Wx i1 - 5Wx i + 4WX i3 (3.42)
40) 10
gy [ a0

Figura 3.21.- Determinacion de los lazos independientes en el
circuito de la Figura 3.19.

Por lo tanto el sistema de ecuaciones que define las corrientes del circuito
es el siguiente:

bio=-2A

lig-i1=5A (3.43)
Pagv=awxi 1-5Wxi o2+4Wxi 3

Resolviendo dicho sistema se obtiene:

1 i1 = 1A
Lip=-2 A (3.44)
Ti?‘,: 6 A

En la Figura 3.22 se observa otro circuito, que cuenta con una Fuente de
Voltaje y una de Corriente. En la misma Figura estan definidas las corrientes de

malla iq, i2 e i3.

De acuerdo con el procedimiento descrito en este punto, la ecuacion que
relaciona las corrientes de malla con la Fuente de Corriente es la siguiente:

i1 -i3=2A (3.45)

115



R=80
3

A

R =20 m 24

AR
\‘."_7

R

ot . "2 - y
) m a0 iz 20

Figura 3.22.- Segundo circuito con Fuentes de Voltaje y de Corriente
para explicar el procedimiento alternativo del Método de Mallas.

Una vez establecida esta ecuaciéon, se dibuja el circuito sin la Fuente de
Corriente, tal como se muestra en la Figura 3.23, para poder determinar los lazos
que permiten definir las dos ecuaciones necesarias para completar el sistema.

=80
3

Figura 3.23.- Determinacion de los lazos independientes en el
circuito de la Figura 3.22.

Como puede observarse, uno de los lazos es el constituido por la Fuente de
Voltaje y las resistencias R1 y Rp, otro lazo es el formado por las cuatro
resistencias, y hay un tercer lazo integrado por la fuente de Voltaje y las
resistencias Rz y R4. Se van a escribir las ecuaciones correspondientes al primero
y al tercero de los lazos mencionados, por lo tanto las dos ecuaciones son:

1V =2Wx (i2 -i1) + BWX (i2 -i3) (3.46)
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1V =8Wxi1+2Wxi3 (3.47)
El sistema de ecuaciones completo es el siguiente:
fip-iz=2A
1 v=2wWx (i 2 - i) +3Wx (i 2 - i3) (3.48)
T1v=8wxi 1+2wxi 3

Y resolviendo dicho sistema se obtiene:

jipr= 0.5A
i =-0.5A (3.49)
Tig=-15A

Si se tiene un circuito como el de la Figura 3.24, en el que existen tanto
Fuentes de Voltaje como de Corriente, y se desea aplicar el Método de Nodos para
calcular el valor de los voltajes, pero no se quieren realizar transformaciones de
fuentes, se puede seguir el siguiente procedimiento alternativo:

H1=EK 3

20 Grma,

Figura 3.24.- Circuito con Fuentes de Voltaje y de Corriente
para explicar el procedimiento alternativo del Método de Nodos.

En primer lugar se identifican los nodos de la red, incluyendo aquellos en los
que estan conectadas las Fuentes de Voltaje, aunque sean Nodos Simples (esto es,
nodos en los que estan conectadas solo dos Ramas). De acuerdo con esto, la red
del ejemplo tiene cuatro nodos, A, B, C y D, identificados en la Figura 3.25. Luego
se selecciona un nodo como el de referencia o Tierra (D), se definen los voltajes de
cada uno de los nodos independientes con respecto al nodo de referencia, (va, VB Y
vc) Y a continuacion se encierran las Fuentes de Voltaje dentro de superficies que
incluyan tanto la Fuente como los dos nodos a los que esta conectada, tal como se
muestra en la Figura 3.25.
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G,

Figura 3.25.- Definicién de Supernodos.

Estas superficies que encierran cada una de las Fuentes de Voltaje y sus dos
nodos de conexidén se denominan Supernodos

Observando cuidadosamente los Supernodos se puede concluir que las Ramas
que estan en contacto con cada una de estas superficies constituyen lo que en el
Capitulo 1 se definié como un Grupo o Seccion de Corte, ya que si se extraen del
circuito dichas Ramas, la red original queda dividida en dos partes no conectadas.

El siguiente paso consiste en escribir las ecuaciones que relacionan los
voltajes de nodo con las Fuentes de Voltaje existentes en el circuito. El nUmero de
ecuaciones debe ser igual al numero de Fuentes de Voltaje presentes (K). Para el
ejemplo que se esta analizando, deben escribirse dos ecuaciones, esto es, K = 2,
las cuales son:

va=20V (3.50)
v -vc =3V (3.51)

Para poder resolver un sistema con N voltajes de nodo, hacen falta N
ecuaciones, por lo que una vez que se han establecido las V ecuaciones
relacionadas con las Fuentes de Voltaje, es necesario determinar N-K ecuaciones
adicionales para completar el sistema. Para el ejemplo que se esta analizando, hace
falta determinar una ecuacion mas a fin de contar con un sistema completo.

Las ecuaciones adicionales se obtienen aplicando la Ley de Kirchhoff de las
Corrientes a los Nodos de la red que no tengan conectadas Fuentes de Voltaje, o
bien a las Secciones de Corte que atraviesan las superficies de los Supernodos.
Para el caso del ejemplo, la ecuacion adicional se obtiene aplicando la Ley
mencionada a las cuatro ramas del Grupo de Corte definido por cualquiera de los
dos Supernodos. Dicha ecuacion es:
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VA - VB VB A\ _
GKW " SkW T AKW +6mMA=0 (3.52)

Por lo tanto el sistema de ecuaciones necesario para resolver esta red es:

VB - Vc = 3 V
T VA - VB ) VB ) \e!
6KW 2KW  4KW

i- va= 20 V
1

(3.53)

+ 6 mMA =0

Sustituyendo las dos primeras ecuaciones en la tercera se obtiene:

20V - 3V - v¢ vc + 3V \'/e B MA =0
6KW T 2KW  4KW B

(3.54)

De donde se deduce que los voltajes de nodo son:

Como se indic6 anteriormente, hay cuatro tipos de Fuentes Dependientes, de
acuerdo con la funcién de la Fuente y la Variable de Control. Dichos tipos son:

Fuentes de Voltaje controladas por Voltaje (FVCV).
Fuentes de Corriente controladas por Voltaje (FCCV).
Fuentes de Voltaje controladas por Corriente (FVCC).
Fuentes de Corriente controladas por Corriente (FCCC).

Cuando se tiene un circuito que cuenta tanto con Fuentes Dependientes como
Independientes y se le quiere analizar aplicando uno de los dos métodos estudiados,
se debe comenzar por identificar adecuadamente las variables incognita (las
corrientes de malla o los voltajes de nodo) y a continuacidn se deben expresar las
variables de control de las Fuentes Dependientes en funcion de las variables
incognita del sistema. Hecho esto se aplican las reglas correspondientes al método
que se esté utilizando y se hacen las operaciones que sean necesarias para obtener
una ecuacion matricial como la (3.8) si se esta trabajando con el Método de Mallas
0 como la (3.17) en caso de que se emplee el Método de Nodos.
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Para ilustrar adecuadamente los pasos que hay que seguir, se van a utilizar
dos circuitos, el primero de los cuales se encuentra en la Figura 3.26, el cual
cuenta con dos Fuentes de Voltaje Independientes y una Fuente de Voltaje
controlada por Corriente. (Nota: Por simplicidad, en esta version preliminar las
Fuentes Dependientes también se van a representar utilizando circulos).

R=10 2i, R=301
— MW AW —

gy Cf) s R=10 Cr) 2

Figura 3.26.- Primer circuito con Fuentes Independientes y Dependientes.

Dado que todas las fuentes disponibles, tanto Independientes como
Dependientes, son Fuentes de Voltaje, el circuito se va a resolver aplicando el
Método de Mallas. Para comenzar, se definen las corrientes de malla tal como se
indica en la Figura 3.27.

R=111 2l H1=3D

— MW+ AW

R=101

() B O

Figura 3.27.- Aplicacion del método de Mallas al circuito de la Figura 3.26.
A continuacion se expresa la variable de control de la Fuente Dependiente en

funcién de las corrientes de malla. En el circuito de la Figura anterior se puede
observar que:

ia= i1 (3.56)
El siguiente paso consiste en aplicar el procedimiento desarrollado para

escribir la ecuacion matricial correspondiente al Método de Mallas. Al hacerlo se
obtiene:
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D
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8
iy 2 1

Sustituyendo la variable de control iz por la expresion que la relaciona con las
variables incégnita se obtiene:

(D: (DXD~
O

8
-2i1-2 (3.58)
Como se puede observar en la ecuacidon anterior, en la matriz de la izquierda

hay un término que es funcion de las variables incégnita, por lo que es necesario

realizar operaciones para que todas estas funciones se encuentren agrupadas.
Pasando dicho término a la matriz de Resistencias de la derecha se obtiene:

§ 8 _§ 2 -1Q8in

e -2 u —e_1+2 4 Uelza (359)
De donde:

§ 8 f_g2 -148iy

Esta expresion cumple con las reglas impuestas a la ecuacidon matricial para
el Método de Mallas, pero en este caso, la matriz de Resistencias ya no es

simétrica. Esta situacion se cumple en la gran mayoria de los circuitos con Fuentes
Dependientes.

Resolviendo la ecuacion matricial planteada se obtiene:

i L= 2

11 =

| i (3.61)
T i2 = - § A

El segundo circuito que se va a analizar se encuentra en la Figura 3.28. En
este circuito se quiere calcular la potencia disipada por la resistencia Ro.

Como puede observarse, el circuito cuenta con una Fuente de Voltaje
Independiente y una Fuente de Corriente controlada por Voltaje. Por lo tanto el
primer paso es decidir cual es el procedimiento mas conveniente para determinar
de la manera mas eficiente posible la variable de interés (PR.,).
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Figura 3.28.- Segundo circuito con Fuentes Independientes y Dependientes.

Las opciones son las siguientes:

- Aplicar el Método de Mallas segun el procedimiento regular, utilizando el
Teorema de Blakesley para trasladar la Fuente de Corriente Dependiente y ponerla
en paralelo con las resistencias Rq1 Yy R3, 0 bien con las resistencias Ry y Ry4. La
segunda posibilidad es la mas conveniente, porque no afecta la resistencia sobre la
cual esta definida la variable de control de la Fuente de Corriente Dependiente. A
continuacién se transforman los dos arreglos resultantes de Fuentes de Corriente
con resistencias en paralelo a Fuentes de Voltaje con resistencias en serie, con lo
cual el circuito queda reducido a dos mallas. Es conveniente observar que ninguna
de las transformaciones realizadas ha afectado la resistencia R4, en la que estéa
definida la variable de control, por lo que dicha variable puede expresarse en
funcion de las corrientes de malla. Sin embargo, dado que la resistencia R, ha
intervenido en una transformacion de Fuentes, hay que tener presente que una vez
que se han calculado las corrientes de malla, es necesario regresar a la
configuracion original para determinar la verdadera potencia disipada en dicha
resistencia, que es la variable que se desea calcular.

-Aplicar el Método de Mallas sin efectuar traslaciones ni transformaciones de
Fuentes. En este caso se definen tres corrientes de malla, y se escribe la ecuaciéon
que relaciona la Fuente de Corriente Dependiente con dos de ellas. Puede también
escribirse la ecuaciéon que relaciona la variable de control con las corrientes de
malla. Para completar el sistema, se deben escribir dos ecuaciones mas, que
pueden ser la del lazo formado por la Fuente de Voltaje, R1 y R», y el formado por
la Fuente de Voltaje, R3 y R4. Una vez calculadas las corrientes de malla, se puede
determinar la corriente que circula por R, y la potencia que disipa dicha
resistencia.
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- Aplicar el Método de Nodos segun el procedimiento regular, utilizando el
Teorema de Blakesley para trasladar la Fuente de Voltaje Independiente y ponerla
en serie con las resistencias R1 Yy R3. Luego se debe definir el nodo de referencia,
(por ejemplo el de la parte inferior del circuito), definir los voltajes de nodo y
establecer la relacion entre la variable de control y los voltajes de nodo
correspondientes. A continuacion se transforman las dos fuentes de voltaje con
resistencia en serie en dos fuentes de corriente con resistencia en paralelo, con lo
cual el circuito queda reducido a una red con dos nodos independientes, en la cual
uno de los dos voltajes de nodo es la variable de interés para poder calcular la
potencia disipada por R».

-Aplicar el Método de Nodos sin efectuar traslaciones ni transformaciones de
Fuentes. En este caso se definen el nodo de referencia y tres voltajes de nodo, y
se establece el supernodo correspondiente a la fuente de 5V. A continuacién se
escribe la ecuacién que relaciona la variable de control con los voltajes de nodo y la
ecuacion determinada por la Fuente de Voltaje,. Para completar el sistema de
ecuaciones es necesario escribir dos ecuaciones mas, que pueden ser las de los
otros dos nodos independientes. Al resolver el sistema, uno de los voltajes de nodo
es la variable de interés para poder calcular la potencia disipada por R».

Analizando las cuatro opciones presentadas, la que parece ofrecer el
procedimiento mas rapido es la cuarta, por lo que a continuacidon se procede a
aplicarla.

La Figura 3.29 muestra el circuito en el que se han definido el nodo de
referencia, los voltajes de nodo y el supernodo correspondiente a la fuente de 5V.

R=40)
3

Figura 3.29.- Aplicacion del procedimiento alternativo del Método
de Nodos al circuito de la Figura 3.28.
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Ecuacion de la variable de control:
Vo = V1 -V2 (3.62)
Ecuacion determinada por la Fuente de Voltaje:
v, =5V (3.63)

Ecuaciones adicionales para definir completamente el sistema: Ecuaciones de
las Corrientes de Kirchhoff en los nodos 2 y 3:

+2vg =5 (3.64)

SV-vz 5 N V3
AW = Vo oW (365)

La variable de interés es el voltaje v2, ya que una vez conocido este valor
puede calcularse la potencia disipada por la resistencia R2. Para calcularlo, se
sustituyen las ecuaciones (3.62) y (3.63) en la (3.64), con lo cual se obtiene:

5V-vo 4o _ V2
3W (5V-vy) = W (3.66)

De esta ecuacion se deduce:
vo =3,5V (3.67)

Una vez conocido este valor, la potencia disipada por la resistencia R> se
puede calcular utilizando la siguiente expresion:

_(v2)2 _(35V)2

PR2 = 1w 1W

=12,25 W (3.68)

Como ejercicio, puede resolverse el problema utilizando las otras tres
opciones propuestas. Evidentemente el resultado debe ser el mismo,
independientemente del método seleccionado para analizar la red.

3.2.-TEOREMA DE THEVENIN Y TEOREMA DE NORTON.,

Al analizar un circuito eléctrico, muchas veces no es necesario determinar
todas las variables de una red (todas las corrientes de malla o todos los voltajes de
los nodos independientes), sino que el interés se centra en calcular una variable
especifica, como en el caso del problema anterior. En otras oportunidades es
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necesario calcular repetitivamente el voltaje o la corriente en un elemento cuando
se modifica alguna condicion que afecta dicho elemento (por ejemplo, cambia el
valor de la resistencia conectada entre dos puntos especificos del circuito).

En estos casos es conveniente simplificar el circuito lo més posible para
reducir el niumero de calculos que se tienen que realizar a fin de resolver el
problema. Esta simplificacién consiste en sustituir toda aquella parte de la red en
la que no se tiene interés particular por un circuito equivalente, que produzca el
mismo voltaje y la misma corriente sobre la parte del circuito en la que se desea
realizar los calculos. Los Teoremas de Thévenin y Norton definen dos circuitos
equivalentes que cumplen con las condiciones indicadas. Para definir y aplicar
dichos Teoremas se procede de la siguiente manera:

En primer lugar, se divide el circuito completo en dos partes, segun se
muestra en la Figura 3.30. La Red A incluye aquella parte que se desea sustituir
por un circuito equivalente, mientras que la Red B incluye los componentes sobre
los que estan definidas las variables de interés.

RED A RED B

Figura 3.30.- Division de una red para aplicar los Teoremas de
Thévenin y Norton.

Tanto la Red A como la Red B deben cumplir las siguientes condiciones:

Ambas Redes deben contener elementos lineales, pueden contar tanto con
Fuentes Independientes como Dependientes, los elementos pasivos pueden tener
condiciones iniciales, pero no puede haber acoplamientos magnéticos entre
elementos que no pertenezcan a una sola de las Redes, y las variables de control de
las Fuentes Dependientes de una de las Redes no se pueden encontrar en la otra.

Dadas estas condiciones, el Teorema de Thévenin establece lo siguiente:
La Red A es equivalente a un circuito formado por una sola Fuente de Voltaje

Independiente (V1H) en serie con una resistencia equivalente (Rty), tal como se
indica en la Figura 3.31.
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I

Figura 3.31.- Definicion del Teorema de Thévenin.

El valor de la Fuente de Voltaje V14 es igual al voltaje existente entre los
terminales a y b de la Red A cuando la Red B no esta conectada a dichos puntos,
segun se observa en la Figura 3.32.a.

La resistencia Rty es la resistencia existente entre los puntos a y b cuando
las Fuentes Independientes de la Red A se sustituyen por sus respectivas
resistencias internas. Para calcular dicha resistencia se conecta una Fuente de
Prueba entre los terminales a y b, la cual puede ser de Voltaje (Vp) o de Corriente
(Ip), y se calcula la corriente (Ip) o el voltaje (Vp) en dicha fuente respectivamente,
como se puede apreciar en la Figura 3.32.b. En cualquiera de los dos casos, el valor
de Rty se determina utilizando la siguiente relacion:

Vv
Ry = TpE (3.69)

Es conveniente recalcar que para calcular la resistencia Rty es necesario
sustituir las Fuentes Independientes por sus respectivas resistencias internas,
pero no se deben alterar las Fuentes Dependientes. Estas van a formar parte del
calculo de la resistencia equivalente entre los puntos ay b.

Por otra parte, dadas las condiciones indicadas anteriormente, el Teorema
de Norton establece lo siguiente:

La Red A es equivalente a un circuito formado por una sola Fuente de
Corriente Independiente (Iy) en paralelo con una resistencia equivalente (Ry), tal
como se indica en la Figura 3.33.

El valor de la Fuente de Corriente Iy es igual a la corriente que circula entre

los terminales a y b de la Red A cuando se conecta un cortocircuito entre dichos
puntos, segun se observa en la Figura 3.34.a.
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(a) Circuito para determinar ‘JTH
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RED A [+ RED A .

(sin fuentes |l Y (sin fuentes || W
indepen- F indepen- F -
dientes) b dientes) h

(b} Circuito para cleterminarHTH

Figura 3.32.- Circuitos para determinar el voltaje y la resistencia del equivalente

Thévenin.
i 3
IN(;D %HN i RED B
. REDA '°

__________________

Figura 3.33.- Definicion del Teorema de Norton.

La resistencia Ry es la resistencia existente entre los puntos a y b cuando
las Fuentes Independientes de la Red A se sustituyen por sus respectivas
resistencias internas. Para calcular dicha resistencia se conecta una Fuente de
Prueba entre los terminales a y b, la cual puede ser de Voltaje (V) o de Corriente
(Ip), y se calcula la corriente (Ip) o el voltaje (Vp) en dicha fuente respectivamente,
como se puede apreciar en la Figura 3.34.b. En cualquiera de los dos casos, el valor
de Ry se determina utilizando la relacién (3.67)
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Dada la forma como se han definido Rty Y Ry, Y la relacidn existente entre el
modelo de una Fuente de Voltaje con resistencia en serie y el de una Fuente de
Corriente con resistencia en paralelo, se puede concluir que:

Rty = RN = Req (3.70)
V1H = In X Req (3.71)
De esta ultima relaciéon se puede deducir que:

VTH
Req = T (3.72)

Esta ecuacion ofrece una forma alternativa de calcular la resistencia
equivalente de la Red A, la cual no requiere el uso de una Fuente de Prueba. Basta
determinar el voltaje V1 y la corriente Iy, y hallar el cociente entre ambos valores.

d
RED A j“
b

ia) Circuito para determinar Iy

3 3
RED A [+ RED A .

(sin fuentes  |lp v, (sin fuentes l A
indepen- indepen- -
dientes) b dientes) b

(b} Circuito para determinar R ”

Figura 3.34.- Circuitos para determinar la corriente y la resistencia del equivalente
Norton.

A continuacién se van a aplicar los Teoremas enunciados en este punto a dos
circuitos, el primero de los cuales estd formado por resistencias y una Fuente
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Independiente, mientras que el segundo incluye una Fuente Independiente y una
Dependiente.

El circuito del primer ejemplo es el mostrado en la Figura 3.35. En dicho
circuito se quiere determinar la corriente ig en funcién de la resistencia Rg y de la
fuente de voltaje v(t), que como esta indicado, es funcion del tiempo.

Figura 3.35.- Primer circuito para ilustrar la aplicacion de los
Teoremas de Thévenin y Norton.

Para determinar la corriente ig se puede aplicar el Método de Mallas, o se
puede sustituir la parte de la red formada por la Fuente de Voltaje y las
resistencias R1, R> y Rz por el circuito equivalente definido por el Teorema de
Thévenin para reducir el circuito a una sola malla. A continuaciéon se aplica la
segunda de las opciones propuestas.

En la Figura 3.36 se presenta la parte del circuito a la que se le va a calcular
el equivalente Thévenin.

it
]

b

Figura 3.36.- Circuito para calcular el voltaje de Thévenin de la red de
la Figura 3.35.

Como se puede observar, por la resistencia Rz no puede circular corriente,
por lo que el voltaje entre los puntos a y b es igual al voltaje sobre la resistencia
R>. Aplicando un divisor de voltaje a las resistencias Ry y R» se obtiene:
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v _ Ry xv(t) v(v)
TH™ R+ Ry 2

(3.73)

Para determinar la resistencia equivalente se debe sustituir la Fuente de
Voltaje v(t) por su resistencia interna (un cortocircuito), tal como se muestra en
la Figura 3.37. Segun el procedimiento descrito, se tiene que conectar una Fuente
de Prueba, que puede ser una Fuente de Voltaje V, calcular la corriente que circula
por dicha fuente (Ip), y a partir de estos valores determinar el valor de Rty. Ahora
bien, cuando se tiene un circuito simple como el de este caso, que no incluye
Fuentes Dependientes, se puede calcular la resistencia equivalente entre los puntos
a y b sin necesidad de utilizar una Fuente de Prueba. De la Figura 3.37 se puede
escribir:

-]
-1

b
Figura 3.37.- Circuito para calcular la resistencia de Thévenin de la red de
la Figura 3.35.
Rty = R3 Ri + R (3.74)

Una vez calculados los pardmetros definidos por el Teorema de Thévenin, se
puede establecer el circuito equivalente presentado en la Figura 3.38.
HTH= 20

Figura 3.38.- Circuito para calcular la corriente ig en funcion de
la resistencia Rg en la red de la Figura 3.35.
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A partir de este circuito se puede obtener:

. v(t) __v@®
075 % (2 + Rg) 4 + 2Rg

(3.75)

Esta es la funcidén que se deseaba determinar.

El circuito del segundo ejemplo es el mostrado en la Figura 3.39. En dicho
circuito se quiere calcular la potencia en la resistencia R cuando dicha resistencia
tiene un valorde 1 W, 2 Wy 3 W.

5 10
AW a—
I
500 102 102
R
V=TV Vo= 200 ﬁ,f3=2u
B

Figura 3.39.- Segundo circuito para ilustrar la aplicacion de los
Teoremas de Thévenin y Norton.

Para resolver este problema se puede aplicar el Método de Mallas,
sustituyendo R por cada uno de los valores de interés o puede calcularse el circuito
Thévenin equivalente entre los puntos A y B y posteriormente realizar el calculo de
las corrientes y potencias para los distintos valores de R. A continuacién se va a
utilizar el segundo de los procedimientos planteados.

A fin de calcular el circuito Thévenin equivalente entre los puntos Ay B es
necesario determinar el voltaje de Thévenin entre dichos puntos con la resistencia
R desconectada, y la resistencia de Thévenin equivalente entre A y B cuando todas
las fuentes independientes se sustituyen por sus respectivas resistencias
internas.

En la Figura 3.40 se puede observar el circuito correspondiente una vez que
se ha quitado la resistencia R. Para simplificar mas los célculos, es posible realizar
el analisis en dos partes, determinando en primer lugar el equivalente Thévenin del
circuito que esta a la derecha de los puntos A y B, el cual se encuentra en la Figura
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3.41, a continuacién el equivalente Thévenin del circuito que esta a la izquierda de
los puntos A y B, el cual se encuentra en la Figura 3.42, y finalmente el equivalente
total de ambas partes, segun se puede observar en la Figura 3.43.

i 100

-
101 101

— - = i + —
Rﬂ_w(l—) R-“E EE'chI C_) UE—E‘J

=10

-4~
+-

m

Figura 3.40.- Circuito al que se le va a calcular el equivalente Thévenin.

A 101 A

-—
i
101 - 101

THd

Vo= 700 + - +
2 0 C_) ll"'ll3 2 C) Y thd

.
B B
Figura 3.41.- Equivalente Thévenin de la parte derecha del circuito.

-
-

Para calcular el voltaje de Thévenin del circuito de la Figura 3.41 hay que
determinar la corriente ig. Aplicando la Ley de Kirchhoff de los Voltajes al unico

lazo cerrado de dicho circuito se obtiene:
2V =1Wig + 1Wig +2Wig = 4Wip (3.76)

De donde:
iob=0,5A (3.77)
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Por lo tanto el voltaje de Thévenin esta dado por la siguiente expresion:

V1Hd = IWig +2Wip = 3Wig=3Wx 0,5 A=1,5V

oLl THi

Figura 3.42.- Equivalente Thévenin de la parte izquierda del circuito.

A 2
H
R
THi R THd F H

+
ll"'IlTHi ll"'IITHI:I C) II"'IITH

m =
|:|:|J<

Figura 3.43.- Equivalente Thévenin del circuito completo.

(3.78)

Para calcular la resistencia de Thévenin del circuito de la Figura 3.41 pueden
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sustituirse la Fuente Independiente por su resistencia interna (un Cortocircuito en
este caso) y aplicar una Fuente de Prueba entre los terminales A y b, o bien puede
calcularse la corriente de Norton y determinar la resistencia equivalente como el
cociente entre el Voltaje de Thévenin y la corriente de Norton. A continuacion se va
a aplicar el segundo procedimiento, y se deja el primero como ejercicio para el
estudiante.



La Figura 3.44 muestra el circuito que hay que resolver para determinar la
corriente de Norton del circuito de la Figura 3.41.

. 100
- -
" 10 'a 100
U2= Eﬂin x.f3= A
b
B

Figura 3.44.- Circuito para calcular la corriente de Norton del circuito
de la Figura 3.41.

Las corrientes ip € ing pueden tomarse como las corrientes de malla del
circuito de la Figura 3.44, por

lo que aplicando la ecuacion matricial
correspondiente se obtiene:

.
& 2oy &

_g2 H%I
€2v-2ig0 ~ €1 ue

C>C N2

o (3.79)

Pasando los términos correspondientes a la fuente dependiente a la matriz
de resistencias se obtiene:

§ off &2 -3[&indy
e2Vu - e_l 4 Ué |00 (380)
De donde:
ing= 1,2 A (3.81)
Por lo tanto:
VTHd 1.5V _
Rrug = w CL12A 1,25 W (3.82)

En cuanto al circuito que esta a la izquierda de los puntos A y B, de la Figura
3.42 puede deducirse:

VTHi =1V (383)

134



Rty =5 W (3.84)

Sustituyendo los valores calculados en el circuito de la Figura 3.43 se obtiene
el circuito mostrado en la Figura 3.45.

*

=19 1,25 [0

v O

A
b

B

4=

Figura 3.45.- Circuito equivalente del mostrado en la Figura 3.40.

Para calcular el voltaje de Thévenin total entre los puntos A y B hay que
determinar la corriente i indicada en el circuito de la Figura 3.45. Dicha corriente
esta dada por la siguiente ecuacion:

_1.5V+1V 25V
T B5EW+125W < 6.25W

i =04 A (3.85)

De donde:

Vin=15V-125Wx04A=1V (3.86)

La resistencia equivalente total entre los puntos A y B del circuito de la
Figura 3.45 se calcula sustituyendo las Fuentes Independientes por su resistencia
interna y colocando una fuente de prueba entre los puntos mencionados. Como se
puede observar, al sustituir cada una de las Fuentes Independientes de Voltaje por
un Cortocircuito, la resistencia equivalente entre los puntos de interés es el
paralelo de la resistencia de 5 Wcon la resistencia de 1,25 W, por lo tanto:

. _1.25Wx5W
TH™ 125 W+5W

=1W (3.87)
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Una vez calculado el equivalente Thévenin entre los puntos A y B, se tiene el
circuito mostrado en la Figura 3.46.

Figura 3.46.- Circuito equivalente para calcular la corriente y
la potencia en funcion del valor de R.

Del circuito mostrado, se tiene:

=Y 3.88
'"TR+1wW (3.88)
P=i2R (3.89)

La Tabla 3.1 presenta las corrientes y potencias para los distintos valores de
R, calculadas utilizando las ecuaciones anteriores.

Resistencia Corriente Potencia
1w 05A 0,25 W
2W 0,33 A 0,22 W
3w 0,25 A 0,19 W

Tabla 3.1.- Corrientes y potencias para los distintos valores de R
del circuito de la Figura 3.39.

3.3.-TEOREMA DE SUPERPOSICION,

La posibilidad de aplicar este Teorema a un circuito eléctrico se deriva del
hecho de que se esta considerando que todos los elementos de los circuitos bajo
analisis son lineales. El enunciado de este Teorema es el siguiente:

En un circuito con N Fuentes Independientes de Voltaje o de Corriente, el
voltaje o la corriente en cualquier elemento de la red puede determinarse como la
suma algebraica de los voltajes o corrientes producidos por cada una de las
Fuentes Independientes, con las otras N - 1 Fuentes Independientes sustituidas por
sus respectivas resistencias internas.
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Como ejemplo se va a aplicar el Teorema de Superposicion al circuito de la
Figura 3.47, el cual incluye una Fuente Independiente de Voltaje y una Fuente
Independiente de Corriente. En dicho circuito se quiere calcular la corriente
identificada como i.

100

Figura 3.47.- Circuito para aplicar el Teorema de Superposicion.

Este circuito puede resolverse de muchas formas, como por ejemplo
utilizando el Método de Mallas o el de Nodos, pero en este caso se va a utilizar el
Teorema de Superposicibn como se indicé anteriormente para demostrar su
aplicacion.

En primer lugar se sustituye la Fuente de Corriente Independiente por su
respectiva resistencia interna (un Circuito Abierto) tal como se muestra en la
Figura 3.48.a y se calcula la contribucion de la Fuente de Voltaje Independiente a la
corriente i.

(a) (b}

Figura 3.48.- Circuitos equivalentes para calcular las componentes de la corriente i
utilizando el Teorema de Superposicion.

Del circuito de la Figura 3.48.a:

. ___ 10V
V7aw+2wW

= 1,67 A (3.90)
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A continuacion se sustituye la Fuente de Voltaje Independiente por su
respectiva resistencia interna (un Cortocircuito) tal como se muestra en la Figura
3.48.b y se calcula la contribucién de la Fuente de Corriente Independiente a la
corriente i. Aplicando Divisor de Corriente se tiene:

o= 2AXAW - 335 (3.91)
AW+ 2 W
Por lo tanto:
iziy+ic=167A+133A=3A (3.92)

La corriente total i, producto de la contribucién de ambas Fuentes, es igual a
3 A

El enunciado del Teorema de Superposicion indica explicitamente que las
Fuentes para las que se tienen que calcular cada una de las contribuciones por
separado, sustituyendo las otras Fuentes por sus respectivas resistencias
internas son las Fuentes Independientes. Si el circuito cuenta con Fuentes
Dependientes, éstas deben permanecer activas en cada uno de los circuitos
equivalentes correspondientes a cada Fuente Independiente.

Este Teorema es particularmente util cuando la Fuente Independiente es una
sefal periddica no sinusoidal que puede representarse como la suma de varias
sefales sinusoidales de diferentes frecuencias (utilizando la serie de Fourier). La
corriente o el voltaje en cualquier elemento del circuito puede calcularse como la
suma algebraica de las corrientes o voltajes producidos por cada una de las sefiales
sinusiodales que componen la Fuente de Alimentacion.

3.4.-TEOREMA DE MAXIMA TRANSFERENCIA DE POTENCIA.

Cuando se tiene que acoplar una carga R a un circuito dado, tal como se
muestra en la Figura 3.49.a, es conveniente determinar las condiciones para las
cuales hay maxima transferencia de potencia del circuito a la carga.

De acuerdo con el Teorema de Thévenin, un circuito puede representarse
mediante el equivalente Thévenin, segun se muestra en la Figura 3.49.b. A partir de
esta Figura puede escribirse la ecuacion de la corriente que circula por la carga Ry.

. V
j=——1 (3.93)
Rth + R
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RED A i

(a)

Figura 3.49.- Circuito para analizar el Teorema de Maxima
Transferencia de Potencia.

Por lo tanto, la potencia entregada a la carga R_ esta dada por la siguiente
expresion:

2
PR =j2 RL = VTH RL

- ~ (R7n + R (3:94)

A partir de esta expresion general se pueden estudiar diferentes casos, de
los cuales en los siguientes puntos se van a analizar dos:

- La condicién para méaxima transferencia de potencia cuando los valores de
V1H Y Rty son fijos y se puede ajustar el valor de Ry.

- La condicion para maxima transferencia de potencia cuando los valores de
V1h Y RL son fijos y se puede ajustar el valor de Rry.

] licia L. t i d : v Rrsu il
R, variable,

Para determinar el valor de R que hace maxima la expresion (3.94) cuando
V1h Y R1H son valores fijos, es necesario derivar la funcién Pr_ con respecto a R, e
igualarla a cero.

dPr. _ Vru? [(Rrn + R1)? - 2 Ry (R + RU)]
dR. (Rty + R4

=0 (3.95)

De donde:

RL = RTH (396)
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Para determinar si este valor de R_ corresponde a un maximo o un minimo de
la funcién, es necesario hallar la segunda derivada y evaluarla en R = Rty para
determinar si el signo es positivo o negativo.

d2PR|_]Ij B -1
drR 2 RL=RTH (2 Rtn)3

(3.97)

Dado que la segunda derivada es negativa, la funcién Pr_ tiene un maximo en
R|_ = RTH-

Por lo tanto, si se tienen valores fijos de V4 Y R1h, Y Se puede ajustar el
valor de R, es necesario seleccionar una resistencia que tenga el mismo valor que
la resistencia de Thévenin equivalente del circuito al cual se va a conectar R para
que haya maxima transferencia de potencia del circuito a la carga Ry.

Para calcular la potencia maxima que puede transferirse a la carga en este
caso, se sustituye la ecuacion (3.96) en la ecuacion (3.94), de donde:

P _ _ Vin? Ry _ V2 (3.98)
LM T Ry + Rt)2 4 Ry .

] liciG " E ia d . oy R
Rrhvariable.

En este caso se supone que el valor de la carga es conocido y es posible
ajustar la resistencia equivalente del circuito al cual se va a conectar R.. Aplicando
un procedimiento similar al planteado en el punto anterior, esto es, derivando la
funcion Pr con respecto a Rty e igualando dicha derivada a cero se obtiene:

2 T-
dPrR. _ Vru? [-2 R (Rtw + RDT _ 0 (3.99)
dRTH Rty + R4

De dicha ecuacion se deduce que no existe un valor positivo de Rty que anule
la funcidén de la ecuacion anterior, es decir la funciéon no tiene un méaximo para el
rango positivo de valores de Ryy. Analizando la ecuacion (3.94) se puede concluir
que si la resistencia equivalente Rty no puede tener valores negativos, la maxima
transferencia de potencia ocurre cuando dicha resistencia es igual a cero.

RTH =0 (3100)
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Por lo tanto, si se tienen valores fijos de V1 Y R, Y se puede ajustar el valor
de Ryy, €s necesario hacer que dicha resistencia sea nula para que haya maxima
transferencia de potencia del circuito a la carga Ry.

Para calcular la potencia maxima que puede transferirse a la carga en este
caso, se sustituye la ecuacion (3.100) en la ecuacién (3.94), de donde:

V12 R VT1H2
- _ VTH® KL _ VTH (3.101)
max (RL)2 RL

Dado el circuito de la Figura 3.50, se pide determinar el valor de R_ para que

haya méaxima transferencia de potencia a la carga y el valor de dicha potencia
maxima.

1000

20V i 0,5 =100 R

Figura 3.50.- Primer circuito para aplicar el Teorema de Maxima
Transferencia de Potencia.

En primer lugar hay que determinar el circuito Thévenin equivalente para lo
cual hay que calcular Vr4 y Ryy. El voltaje de Thévenin se calcula a partir del

circuito mostrado en la Figura 3.51.a, del que se puede obtener el circuito de la
Figura 3.51.b.

1002 a
100 : — AW x
W —- .
A T i =il +
S0y i 0,5 1000 * 5 0y C) y
- TH
i 1000
tl -
]
(a) (b b

Figura 3.51.- Circuito equivalente del presentado en la Figura 3.50
para calcular V1y.
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Aplicando la Ley de Kirchhoff de los Voltajes se obtiene:

50V = 10Wi + 5Wi + 10Wi = 25Wi (3.102)
De donde:
i= 20V _5p (3.103)
25W
Por lo tanto:
V1y =5Wi + 10Wi = 15Wi = 15Wx 2A = 30V (3.104)

El circuito equivalente para calcular Rty como la relacion entre el voltaje de
prueba Vp y la corriente de prueba Ip es el mostrado en la Figura 3.52.

1000 lp

_._““ -
i @D,Si %mn @ Ve

Figura 3.52.- Circuito equivalente del presentado en la Figura 3.50
para calcular Ryy.

Aplicando la Ley de Kirchhoff de los Voltajes se obtiene:

Vv .V .
b= —— -05i-i=—— -1,5] (3.105)
10W 10W
Pero:
- (3.106)
10W
Por lo tanto:
. 2.5V
= Ve, 1.5Ve _2.5Ve (3.107)
10W 10W 10W
De donde:
Ryy= Yb = 1OW _ 4\ (3.108)
Ip 2.5
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En la Figura 3.53 se puede observar el circuito Thévenin equivalente con la
carga R_ conectada entre los terminales a 'y b.

4 (]

30V R

L)

[k

b
Figura 3.53.- Circuito Thévenin equivalente de la red presentada
en la Figura 3.50.

Como en este caso el parametro ajustable es R, para que haya maxima
transferencia de potencia debe seleccionarse R = Rty y la potencia maxima se
puede calcular utilizando la expresiéon (3.98). Por lo tanto:

RL = RTH = 4W (3109)

AV 2
Pry ., =~ = (B0V)?  _ 56 25w (3.110)
max 4 Rty 4 x 4W

En la Figura 3.54 se muestra el circuito que se va a utilizar como segundo
ejemplo. En dicho circuito se pide calcular el valor de K para que haya maxima
transferencia de potencia del circuito a la carga R_ y el valor de dicha potencia
maxima.

Ay 201
* —-
m'n(—) 10 :} o4 o R = 0,50

Figura 3.54.- Segundo circuito para aplicar el Teorema de Maxima
Transferencia de Potencia.

Como en el ejemplo anterior, hay que determinar el circuito Thévenin
equivalente para lo cual hay que calcular V14 y R1h. El voltaje de Thévenin se calcula
a partir del circuito mostrado en la Figura 3.55.a, el cual puede simplificarse como
se indica en la Figura 3.55.b, dado que la corriente Ig es igual a cero.
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14 14

() —(—
S 20 20
MW — MWV 8 —— AMAA AW 2
kel 0 F —- + +
ol_- 10 @m P 10 C‘Dzﬁ ¥
TH TH
k] k] tl
(&) (b)
Figura 3.55.- Circuito equivalente del presentado en la Figura 3.54
para calcular V1n.
Del circuito anterior se puede deducir:
Viu=(1A+2A)x1W=3V (3.111)

Para calcular el valor de Rty puede utilizarse el circuito mostrado en la Figura
3.56.

KﬂID

Figura 3.56.- Circuito equivalente del presentado en la Figura 3.54
para calcular Ry.

Aplicando la Ley de Kirchhoff de los Voltajes se tiene:

Vp = 2WX Ip + IWX Ip + KWX Ig (3.112)
Pero:
lo=-Ip (3.113)
Por lo tanto:
Vp = 2WX Ip + WX Ip - KWX Ip = (3 - K)WX Ip (3.114)

De donde:
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Ryy = \l/—PP = (3 - K)W (3.115)

En la Figura 3.57 se puede observar el circuito Thévenin equivalente con la
carga R_ conectada entre los terminales a y b.

(3-K) O

3 HL= 2,200

v

k]

b

Figura 3.57.- Circuito Thévenin equivalente de la red presentada
en la Figura 3.54.

Como en este caso el parametro ajustable es Ryy, para que haya maxima
transferencia de potencia debe seleccionarse Rty = 0, y esto de obtiene cuando se
cumple la condicion siguiente:

3-K=0 (3.116)
Por lo tanto:
K=3 (3.117)

La potencia maxima se puede calcular utilizando la expresion (3.101).

_ Vi _ 3V

P = = 18W 3.118
RLmax RL 0.5W ( )

3.5.-TEOREMA DE SUSTITUCION,
El enunciado del Teorema de Sustitucion es el siguiente:

Cualquier rama de una red puede ser reemplazada por otra diferente siempre
y cuando la corriente que circula por dicha rama y el voltaje entre los terminales de
la misma permanezcan inalterados.

Ejemplos tipicos de la aplicacion del Teorema de Sustitucion son las
transformaciones de Fuentes de Voltaje con resistencias en serie en Fuentes de
Corriente con resistencias en paralelo, la aplicacién de los Teoremas de Thévenin y
Norton y las conversiones Delta - Estrella y Estrella - Delta estudiadas en puntos
anteriores. Pero en este punto se va a analizar en detalle la aplicacion de este
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Teorema cuando se presentan arreglos especiales en los que intervienen cada uno
de los cuatro tipos de Fuentes Dependientes. Para ello, las Fuentes Dependientes
se van a dividir en dos subgrupos:

-Aquéllas en las que la variable de control es de diferente tipo que la variable
de la Fuente (Fuentes de Voltaje dependientes de Corriente y Fuentes de Corriente
dependientes de Voltaje).

-Aquéllas en las que la variable de control es del mismo tipo que la variable de
la Fuente (Fuentes de Voltaje dependientes de Voltaje y Fuentes de Corriente
dependientes de Corriente).

Las Figuras 3.58 y 3.59 presentan las configuraciones especiales en las que
se puede aplicar este Teorema.

Va=KOT pp K 0 RO
A '::::'—WW_H — /W
¥ VY i W A .
i i
(a) (b

Figura 3.58.- Aplicacion del Teorema de Sustitucion a las Fuentes de
Voltaje dependientes de la Corriente que circula por ellas.

Como puede observarse en la Figura 3.58.a, la corriente i de la cual depende
la Fuente de Voltaje V, circula por la misma rama en la que se encuentra dicha
Fuente de Voltaje Dependiente, por lo que la Fuente puede sustituirse por una
resistencia de valor K W, tal como se muestra en la Figura 3.58.b.

4 &
= %vﬁa C{) RO 00 RO)
B B

(a] (o)
Figura 3.59.- Aplicacion del Teorema de Sustitucion a las Fuentes de
Corriente dependientes del Voltaje existente entre sus terminales.
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En forma similar, el voltaje del cual depende la Fuente de Corriente
presentada en la Figura 3.59.a es el aplicado entre los terminales de dicha Fuente,
por lo que la Fuente puede sustituirse por una conductancia de valor 1/(QW), o lo
que es lo mismo, por una resistencia de Q W, como se indica en la Figura 3.59.b.

En las Figuras 3.60. y 3.61 se muestran dos circuitos electronicos en los
que la aplicaciéon del Teorema de Sustitucion permite simplificarlos.

En ambos circuitos se considera que el voltaje de entrada esta definido desde
el terminal identificado como e, hasta el terminal comuan, el cual corresponde al
punto negativo. De la misma forma, el voltaje de salida esta definido desde el
terminal identificado como e, hasta el terminal comun.

Como puede observarse, la aplicaciéon del Teorema de Sustituciéon permite
determinar un circuito equivalente final que en ambos ejemplos cuenta con una sola
Fuente (para el primer caso de Voltaje y para el segundo de Corriente), la cual
depende unicamente del voltaje de entrada e;.

R HEI:LH”

Figura 3.60.- Simplificacion de un circuito electronico aplicando el Teorema de
Sustitucién a la Fuente de Voltaje dependiente de Corriente.
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Figura 3.61.- Simplificacion de un circuito electronico aplicando el Teorema de
Sustitucion a la Fuente de Corriente dependiente de Voltaje.

El Teorema de Reduccidon se aplica cuando se dispone de una Fuente de
Voltaje dependiente de Voltaje conectada en la configuracion mostrada en la Figura
3.62 o de una Fuente de Corriente dependiente de Corriente conectada como en la
Figura 3.63.

Las condiciones para poder aplicar este Teorema son las siguientes: Para
ambos casos se considera que N1 y N> son redes lineales y que el parametro A es
una constante positiva o negativa. La variable de control debe estar definida en los
terminales de N1 y no debe salir ni entrar ninguna otra corriente a ninguna de las
dos redes por ningun par de terminales distinto del que conecta las redes y la
Fuente Dependiente.
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Figura 3.62.- Aplicaciéon del Teorema de Reduccidn a un circuito
con Fuentes de Voltaje dependientes de Voltaje.

i LA+
— —-

N1 @m I"«I2

Figura 3.63.- Aplicacion del Teorema de Reduccién a un circuito
con Fuentes de Corriente dependientes de Corriente.

El enunciado del Teorema de Reduccién es el siguiente:

12 parte: Dado el circuito de la Figura 3.62, todas las corrientes y voltajes de
las redes N1 y N> permanecen inalteradas si se sustituye la Fuente de Voltaje
dependiente de Voltaje por su resistencia interna, esto es, un Cortocircuito, y se
realiza una de las dos modificaciones siguientes:

- Se multiplican todas las resistencias y Fuentes de Voltaje de la red N1 por
A +1.

- Se dividen todas las resistencias y Fuentes de Voltaje de la red N, entre
A +1.

22 parte: Dado el circuito de la Figura 3.63, todas las corrientes y voltajes de
las redes N1 y N2> permanecen inalteradas si se sustituye la Fuente de Corriente
dependiente de Corriente por su resistencia interna, esto es, un Circuito Abierto,
y se realiza una de las dos modificaciones siguientes:

- Se multiplican todas las conductancias y Fuentes de Corriente de la red N
por A +1.

- Se dividen todas las conductancias y Fuentes de Corriente de la red N»
entre A +1.
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A continuacién se analizan dos ejemplos. En la Figura 3.64 se puede observar
la aplicacion del Teorema de Reduccion cuando se cuenta con una Fuente de Voltaje
dependiente del Voltaje e3, la cual cumple con las condiciones establecidas en el
enunciado del Teorema. Es muy importante identificar correctamente las redes N
y No. Como puede apreciarse en dicha Figura, la red N1 no incluye la parte del
circuito donde se encuentra la resistencia R, y el voltaje de entrada e;, porque
dichos componentes no forman parte del circuito en el que esta definido el voltaje
es3. El valor de la constante A es igual a p. En este caso el Teorema se aplico
multiplicando todas las resistencias y Fuentes de Voltaje de la red N1 por p+1.

Figura 3.64.- Ejemplo de la aplicacion del Teorema de Reduccién a un
circuito con Fuentes de Voltaje dependientes de Voltaje.

En el segundo ejemplo se van a calcular cuatro relaciones de interés en un
circuito electrénico. Dada la red mostrada en la Figura 3.65, se quiere calcular la
ganancia de voltaje, definida como la relacion vg/vi, la ganancia de corriente,
definida como la relacioén ig/ij, la resistencia de entrada, definida como la relacion
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vi/ij, y la resistencia de salida, la cual es igual a la resistencia de Thévenin entre los
terminales donde esta definido el voltaje vg.

2,25 TEL

o

Figura 3.65.- Ejemplo de la aplicacion del Teorema de Reduccién a un
circuito con Fuentes de Corriente dependientes de Corriente.

Para calcular las tres primeras relaciones se va a aplicar el Teorema de
Reduccion modificando los componentes de la red N,. Dicha red esta formada
solamente por la resistencia de 0,51 KW. Al aplicar el Teorema se debe sustituir la
Fuente de Corriente dependiente de Corriente por un Circuito Abierto y dividir las
conductancias (o lo que es lo mismo, multiplicar las resistencias) de la red N, entre
A+1. En este caso la constante A es igual a 100, por lo que el circuito equivalente
que se obtiene al aplicar el Teorema es el mostrado en la Figura 3.66.

N,
i =g
' 51,51K0 !
: a

Figura 3.66.- Circuito equivalente del mostrado en la Figura 3.65,
obtenido al aplicar el Teorema de Reduccion a la red No.
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El calculo de la primera de las relaciones pedidas, la ganancia de voltaje vo/vi,
se puede realizar aplicando dos veces el concepto de Divisor de Voltaje de la
siguiente forma:

v = 51.51KW
07 B51.51KW+ 1KW

v, =0,98 v, (3.119)

v, = (51.51KW+ 1KW) || 20KW
& [(51.51KW+ 1KW) || 20KW] + 0.6KW

vi=0,96vVv;, (3.120)

Por lo tanto:
Vo = 0,98 v = 0,98 x 0,96 v; = 0,94 v; (3.121)

De donde:

Vo
—2 =094 (3.122)

Como puede observarse, en el circuito equivalente de la Figura 3.66 no esta
definida la corriente ig, pero a partir del circuito original se puede escribir la
siguiente ecuacion:

io = ip + 100 i, = 101 iy, (3.123)

A fin de determinar la relacién entre la corriente iy y la corriente i; se puede
aplicar el concepto de Divisor de Corriente de la siguiente forma:

i = 20KW i =028 (3.124)
20KW + 51.51KW+ 1KW

Por lo tanto:
io =101 i, =101 x 0,28 i; = 27,86 ij (3.125)

De donde:
i
i—° = 27,86 (3.126)
i

Finalmente la resistencia de entrada puede calcularse de la siguiente forma:
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V.
Ri = I—' = [(51.51KW + 1KW) || 20KW] + 0.6KW = 15,08KW (3.127)

Para calcular la cuarta relacion debe utilizarse el circuito mostrado en la
Figura 3.67.a. En este circuito se va a aplicar el Teorema de Reduccién modificando
los componentes de la red N1 tal como se indica en la Figura 3.67.b.

N, |

X 2 I e |

: - |

\ . !

: ¥ !

CDmDi )12 0,51KO C) v,

: | LN |
: N1 ; ! Z e !
: : ! -~ :
L 0,EKO 11 20K0) + TKO _ : : |
100+ 1 | |
= 16,670 : == 051K Ve

(b)
Figura 3.67.- Circuito equivalente del mostrado en la Figura 3.65 para calcular la
resistencia de salida, obtenido al aplicar el Teorema de Reduccion a la red Nj.

Como puede observarse en dicha Figura, la red N1 puede reducirse a una sola
resistencia equivalente, que al aplicar el Teorema de Reduccion queda dividida entre
101 (ya que al aplicar dicho Teorema se deben multiplicar las conductancias de la
red N1).
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Por lo tanto la resistencia equivalente entre los terminales de salida es igual
al paralelo de las dos resistencias mostradas en la Figura 3.67.b, esto es:

Ro = I—P = 15,67 W|| 0,51 KW= 15,2 W (3.128)
P

3.6.-TEOREMA DE RECIPROCIDAD.

El enunciado del Teorema de Reciprocidad es el siguiente:

4 e L e b

RED
ELECTRICA

= R — T

Figura 3.68.- Red eléctrica para definir el Teorema de Reciprocidad.
12 parte: Dada una red eléctrica, en la que estan definidos los terminales aa’
y bb' tal como se muestra en la Figura 3.68, a la que se le realizan las siguientes

pruebas:

Se aplica un voltaje conocido entre los terminales aa’, viaa' Y se mide la
corriente que circula por un cortocircuito colocado entre los terminales bb", igpp.

Se aplica un voltaje conocido entre los terminales bb', vipp' Yy Se mide la
corriente que circula por un cortocircuito colocado entre los terminales aa’, igaa'

Se dice que la red es reciproca si se cumple la relacion:

Viaa® Vibb'
—aa. - b (3.129)
lobb® loaa’

22 parte: Dada una red eléctrica, en la que estan definidos los terminales aa’

y bb' tal como se muestra en la Figura 3.68, a la que se le realizan las siguientes
pruebas:

Se aplica una corriente conocida entre los terminales aa’, ijaa* Y S€ mide
el voltaje entre los terminales bb" en circuito abierto, vgpp.
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Se aplica una corriente conocida entre los terminales bb’, ijpp' Y sSe mide
el voltaje entre los terminales aa' en circuito abierto, vgaa'.

Se dice que la red es reciproca si se cumple la relacion:

liaa®  _ libb’ (3.130)
Vobb' Voaa'

En general, las redes constituidas por elementos de dos terminales lineales y
pasivos, que no contienen Fuentes Dependientes, cumplen con el principio de
Reciprocidad, mientras que las que contienen Fuentes de este tipo pierden esta
propiedad. Cuando se aplica el Método de Mallas o el Método de Nodos a una red que
cumple con este Teorema, la matriz de resistencias o0 conductancias
correspondiente es simétrica, mientras que en caso contrario no lo es.

El Teorema de Reciprocidad se puede aplicar para resolver problemas como el
presentado a continuaciéon: Dada la red mostrada en la Figura 3.69.a, determine la
corriente i, de dicho circuito y la corriente i, que circula en el circuito presentado

en la Figura 3.69.b.

110

Figura 3.69.- Aplicaciéon del Teorema de Reciprocidad.

Para calcular la corriente i; se puede determinar la resistencia equivalente

total entre los terminales de la Fuente de 4V, calcular la corriente total
suministrada por dicha Fuente y aplicar a continuacién el principio del Divisor de
Corriente.

La resistencia total entre los terminales de la Fuente de Voltaje esta dada
por la siguiente relacion:

Req = IW+ (2W|| 2W) = 1W+ 1W= 2W (3.131)
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La corriente total entregada por la Fuente de 4V es:

i = %\/ = 2A (3.132)

Por lo tanto, la corriente i1 esta dada por la siguiente ecuacion:

. 2W . 2A
= — i =22 1A 3.133
17 ow+2w T 7 2 ( )

Dado que la red que se esta analizando esta formada por componentes
pasivos y lineales, para calcular la corriente i basta aplicar el Teorema de
Reciprocidad de la siguiente manera:

v - (3.134)
11 Io
Por lo tanto la corriente i» es igual a:
. 6V .
i,b=—1i; =15A 3.135
2=y 1 ( )

3.7, -TEOREMA DE MILLER.
El enunciado del Teorema de Miller es el siguiente:

Dada una red como la mostrada en la Figura 3.70.a, en la que estan definidos
varios nodos (1, 2, 3...), uno de los cuales se toma como referencia (el Nodo N), si
entre los nodos 1 y 2 existe una resistencia tal como se muestra en la Figura
3.70.b, y si se conoce la relacion A = (V2/V1), la corriente que sale del Nodo 1 (1)
es igual a la que circula por una resistencia conectada entre el Nodo 1 y el de
referencia y cuyo valor es igual a R; = R/(1-A), como se indica en la Figura 3.70.c.

De la misma forma, la corriente que sale del Nodo 2 (I2) es igual a la que
circula por una resistencia conectada entre el Nodo 2 y el de referencia y cuyo

valor es igual a R> = R/[1-(1/A)], tal como se indica en la Figura 3.70.c.

Para comprobar este Teorema se puede utilizar el siguiente procedimiento:
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1T —— L - 7 1 2
RED RED
ELECTRICA ELECTRICA
= R L = 4 o T
Y y LN
(a) Wy (D)
p I,
1 = 2
- RED o __R
Ry==5 ELECTRICA 271
= R — EE—— ) A,
ul Y

(c)

Figura 3.70.- Red eléctrica para definir el Teorema de Miller.

Del circuito presentado en la Figura 3.70.b puede deducirse que la corriente
l1 esta dada por la siguiente relacion:

_ Vi1 - Vo

I 3.136
L= (3.136)
Ahora bien, dada la definicion del parametro A se puede escribir:
Vo = AVy (3.137)
Por lo tanto:
Vi- AV Vi (1 -A
I, = — - 1= 1(R ) (3.138)

En la Figura 3.70.c puede observarse que la relacion entre el voltaje v,

(definido entre el nodo 1 y el de referencia) y la corriente |1 es el valor de la
resistencia equivalente que esta conectada entre el nodo 1 y el de referencia, por
lo tanto:
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Vv
R =2 =_R _ (3.139)
l1 (1-A)
Esta es la relacion indicada en el enunciado del Teorema de Miller para la
resistencia equivalente conectada entre el nodo 1 y el de referencia.

En forma similar, del circuito presentado en la Figura 3.70.b puede deducirse
que la corriente |, esta dada por la siguiente relacion:

Vo - V
I, =21 (3.140)
R
Ahora bien, dada la definicién del parAmetro A se puede escribir:
_V2
Vi = A (3.141)
Por lo tanto:
Vo 1
Va - o Va2(1-3)
l, = = 3.142
2 R R ( )

En la Figura 3.70.c puede observarse que la relacion entre el voltaje V-
(definido entre el nodo 2 y el de referencia) y la corriente I, es el valor de la
resistencia equivalente que esta conectada entre el nodo 2 y el de referencia, por
lo tanto:

V
Ry=42 =R __ (3.143)

Esta es la relacion indicada en el enunciado del Teorema de Miller para la
resistencia equivalente conectada entre el nodo 2 y el de referencia.

A continuacién se analizan dos circuitos en los que se puede aplicar el
Teorema de Miller. ElI primero de ellos se muestra en la Figura 3.71. En dicho
circuito se quiere determinar la relacion Vo/V;.

Del circuito se puede deducir directamente el valor de la relacion A:

Vo -4V
=2 =1 -4 (3.144)
Vi Vi

A
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Figura 3.71.- Primer circuito para demostrar la aplicaciéon
del Teorema de Miller.

Por lo tanto se puede aplicar el Teorema de Miller a la resistencia de 20W, tal
como se muestra en la Figura 3.72.a.

v C;Mw%qn 16 0

Figura 3.72.- Circuitos equivalentes obtenidos al aplicar el
Teorema de Miller al circuito de la Figura 3.71.

2 0 30
Wz
+ +
U‘C) 40w, SR Rs “Nay, 2o v,
- + 1
(a)
2 0 30
II"'IlE
+ +
dlrs v 4y 2 05 Yy
(o)

El valor de la resistencia Ry se calcula de la siguiente forma:

20W

Y el valor de la resistencia R, se calcula con la siguiente ecuacion:
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R, = L\Nl = 16W (3.146)

(1 +2)

El circuito equivalente es el mostrado en la Figura 3.72.b. De dicho circuito se
puede deducir que la relacion entre el voltaje Vg y el voltaje V, se puede determinar

aplicando el principio del Divisor de Voltaje a la red que se encuentra mas a la
derecha:

2W

Vog=— 4V, =16V 3.147
0= W+ 2w 1 1 ( )

A partir de la red que se encuentra mas a la izquierda puede deducirse la
relacion entre el voltaje V4 y el voltaje V; de la siguiente forma:

2W
Vl =
2W+ (4W || 4W)

V, =0,5V, (3.148)

Por lo tanto, la relacion entre el voltaje Vg y el voltaje V; es la siguiente:

v
70 =1,6x0,5=0,8 (3.149)
i

La Figura 3.73 muestra el segundo circuito al que se le va a aplicar el
Teorema de Miller. En dicho circuito se quiere determinar la relacion de voltaje
Vo/Vi y la relacion de corriente lo/l;.

10k v 20K

I
— -

40KOZ 10K0
l""llIII

Figura 3.73.- Segundo circuito para demostrar la aplicacion
del Teorema de Miller.

En este circuito se quiere aplicar el Teorema de Miller a la resistencia de 200
KW, pero no es posible determinar directamente el valor del parametro A, tal como
se hizo en el circuito anterior. Cuando se presenta este tipo de circuitos, el
procedimiento usual es el siguiente:
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Se considera que el parametro A tiene un valor lo suficientemente elevado
como para suponer que el denominador de la relacién que tiene que aplicarse para
calcular la resistencia R, es aproximadamente igual a 1, y por lo tanto se cumple lo
siguiente:

R, » R = 200 KW (3.150)

Con esta aproximacion puede obtenerse el circuito equivalente mostrado en
la Figura 3.74.

In
W
2 .

ZO0KO | 40KOS 10KD
II"'III:I
SD'bCD

Figura 3.74.- Circuito equivalente aproximado del mostrado en la
Figura 3.73 para poder aplicar el Teorema de Miller.

A partir de este circuito pueden realizarse los siguientes calculos:
V2 =-501b (200 KW|| 40 KW|| 10 KW) = - 384, 62 KWIb (3.151)
V1=1,1 KWIb (3.152)

_ Vo _-384.62KWI p

= = -349,65
V3 1.1 KWI (3.153)

A

Este resultado confirma que la aproximacion realizada para determinar el
valor de la resistencia R2 es valida. Una vez conocido el valor de A puede
determinarse el valor de la resistencia equivalente R1 utilizando la ecuacion
correspondiente:

_ 200 KW
171 + 349.65

= 0,57 KW (3.154)

Como puede observarse en la Figura 3.74, para determinar la relacion entre
el voltaje V1 y el voltaje Vi puede aplicarse el Principio del Divisor de Voltaje de la
siguiente forma:

v, = (0.57KW|| 1.1KW)
17 (0.57KW|| 1.1KW) + 10KW

Vi =0,036V, (3.155)
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Finalmente, de la parte derecha del circuito puede deducirse que:

Vo =V, = - 384, 62 KW, (3.156)

Pero:
= —L 3.157
b~ 1.1 KW (3.157)

Por lo tanto:

Vo _:384.62KWx0036 _ ,,¢ (3.158)
V. 1.1 KW

Para calcular la relacion entre la corriente de salida y la de entrada deben
realizarse los siguientes calculos:

A partir de la red que se encuentra a la derecha del circuito mostrado en la
Figura 3.74 puede calcularse la relacion entre la corriente | y la corriente Iy
aplicando el Principio del Divisor de Corriente:

- (40KW || 200KW)
O™ (40KW || 200KW) + 10KW

(-50 I,) =-38,46 I, (3.159)

Igualmente, la relacion entre la corriente Iy y la corriente |; puede calcularse
aplicando el Principio del Divisor de Corriente a la red que se encuentra a la
izquierda del circuito equivalente de la Figura 3.74:

Iy = 0.57KW I, = 0,34 | (3.160)
O.57KW+ 1.1KW
Por lo tanto:
II—O =-38,46 x 0,34 =-13,13 (3.161)

De esta forma quedan determinadas las dos relaciones pedidas en el
enunciado del problema.

3.8.-TEOREMA DE COMPENSACION.

El enunciado del Teorema de Compensacion es el siguiente:
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RED RED +
LINEAL ¥ R LINEAL ¥ v 55 R
ACTIVA ACTIVA _

(a) (b
Figura 3.75.- Circuitos para definir el Teorema de Compensacion.

12 parte: Dado el circuito de la Figura 3.75.a, en el que se tiene una red lineal
y activa a la que estd conectada una rama en la que se encuentra una resistencia
de valor R por la que circula una corriente |, si dicha resistencia sufre un
incremento de valor R, el incremento de corriente y voltaje en cada elemento de la
red es el que produciria una Fuente de Voltaje de valor IR que posea la misma
polaridad de la caida de voltaje sobre YR producida por la corriente |, actuando
sobre la red ya afectada por el cambio fR y con todas las demas Fuentes
Independientes sustituidas por sus respectivas resistencias internas.

22 parte: Dado el circuito de la Figura 3.75.b, en el que se tiene una red lineal
y activa a la que esta conectada una rama en la que se encuentra una conductancia
de valor G sobre la que existe un voltaje V, si dicha conductancia sufre un
incremento de valor G, el incremento de corriente y voltaje en cada elemento de la
red es el que produciria una Fuente de Corriente de valor VG que posea la misma
direccion de la corriente por G debida al voltaje V, actuando sobre la red ya
afectada por el cambio G y con todas las demé&s Fuentes Independientes
sustituidas por sus respectivas resistencias internas.

La Figura 3.76 muestra una serie de circuitos que permiten comprobar la
primera parte del Teorema de Compensacion.

En el circuito de la Figura 3.76.a se han incluido el incremento de resistencia
IR y una Fuente de Voltaje de valor IfR que compensa el efecto de la resistencia
afiadida, por lo tanto por la rama que se esta analizando sigue circulando la
corriente |.

En el circuito de la Figura 3.76.b estan los mismos elementos que en el
circuito anterior mas una Fuente de Voltaje de valor IR con la misma polaridad de
la caida de voltaje sobre YR producida por la corriente |. La corriente total por la
rama es ahora | + {l.

Dado que la red es lineal, aplicando el Teorema de Superposicion puede
considerarse que todas las Fuentes que se encuentran activas en el circuito de
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|
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R R
RED RED
LINEAL ¥ 3R LINEAL ¥ -
ACTIVA ACTIVA
filz: o R
o R
(a] (b
il il
—- —-
R R
RED
LINEAL SIN
FUENTES R Ry aR
IND EPEN-
DIENTES BR
C*) o R
(c) (d]

Figura 3.76.- Comprobacion de la primera parte del
Teorema de Compensacion.

la Figura 3.76.a son las responsables de la corriente |, mientras que la Fuente
incluida en el circuito de la Figura 3.76.b es la responsable de la corriente {l, por lo
tanto para calcular esta ultima corriente puede utilizarse el circuito mostrado en la
Figura 3.76.c, en el que todas las Fuentes Independientes responsables de la
corriente | se han sustituido por sus respectivas resistencias internas. Esto es lo
que establece la primera parte del enunciado del Teorema de Compensacion.

A la red sin Fuentes Independientes se le puede calcular su resistencia de
Thévenin correspondiente, por lo que el circuito puede reducirse al mostrado en la
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Figura 3.76.d. A partir de dicho circuito puede determinarse la relacién entre |l y
los deméas componentes de la red:

i 1R
Rty + R+ R

(3.162)

Esta parte del Teorema de Compensacion puede utilizarse para corregir la
lectura obtenida con un amperimetro cuya resistencia interna afecta
sustancialmente la corriente que circulaba por la rama donde fue introducido el
instrumento. Asi, si se considera que R es la resistencia de la rama donde se
conecta el amperimetro, IR es la resistencia interna del amperimetro, Rty es la
resistencia equivalente del resto del circuito, | es la corriente que circula por la
resistencia R antes de la conexidon del instrumento, e I; =1 + Il es la corriente que
efectivamente mide el instrumento, las corrientes | e |; estan relacionadas
mediante la siguiente ecuacion:

+
L=1+9=I- Al |=_Rm* R (3.163)
Rth + R+ IR Rty + R+ 1R
Por lo tanto:
Rty + R+ IR
| = f l1 (3.164)
Rty + R

En resumen, esta relacion indica que si se conoce la lectura del amperimetro
(I1), la resistencia de la rama donde se conecta el amperimetro (R), la resistencia
interna del amperimetro (fR) y la resistencia equivalente del resto del circuito sin
Fuentes Independientes (Rty), puede calcularse la corriente que circulaba por la
rama antes de la conexion del instrumento (I) utilizando la ecuacion planteada.

La Figura 3.77 muestra una serie de circuitos que permiten comprobar la
segunda parte del Teorema de Compensacion, utilizando un procedimiento similar al
utilizado para la primera parte.

En el circuito de la Figura 3.77.a se han incluido el incremento de
conductancia G y una Fuente de Corriente de valor VG que compensa el efecto de
la conductancia afiadida, por lo tanto el voltaje de la rama que se esta analizando
sigue siendo V.

En el circuito de la Figura 3.77.b estan los mismos elementos que en el
circuito anterior mas una Fuente de Corriente de valor V{G con la misma direccién
de la corriente que circula por G debida al voltaje V. El voltaje total en la rama es
ahora Vv + V.
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Figura 3.77.- Comprobacion de la segunda parte del
Teorema de Compensacion.

Dado que la red es lineal, aplicando el Teorema de Superposicion puede
considerarse que todas las Fuentes que se encuentran activas en el circuito de la
Figura 3.77.a son las responsables del voltaje V, mientras que la Fuente incluida en
el circuito de la Figura 3.77.b es la responsable del voltaje {V, por lo tanto para
calcular este ultimo voltaje puede utilizarse el circuito mostrado en la Figura
3.77.c, en el que todas las Fuentes Independientes responsables del voltaje V se
han sustituido por sus respectivas resistencias internas. Esto es lo que establece
la segunda parte del enunciado del Teorema de Compensacion.

A la red sin Fuentes Independientes se le puede calcular su conductancia de
Thévenin correspondiente, por lo que el circuito puede reducirse al mostrado en la
Figura 3.77.d. A partir de dicho circuito puede determinarse la relacién entre IV y
los deméas componentes de la red:

v = -V G

= (3.165)
Gty + G+ 1G
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Esta parte del Teorema de Compensacion puede utilizarse para corregir la
lectura obtenida con un voltimetro cuya resistencia interna afecta
sustancialmente el voltaje existente en la rama donde fue conectado el
instrumento. Asi, si se considera que G es la conductancia de la rama donde se
conecta el voltimetro, G es la conductancia interna del voltimetro, Gty es la
conductancia equivalente del resto del circuito, V es el voltaje existente en la
conductancia G antes de la conexion del instrumento, y V1 =V + {V es el voltaje
que efectivamente mide el instrumento, los voltajes V y V; estan relacionados
mediante la siguiente ecuacion:

+
Vi=V+IV=V- G |=_Cm* G v (3.166)
Gty + G+ 1G Gty + G+ 1G
Por lo tanto:
vz Smre*ric (3.167)
Grh + G

En resumen, esta relacion indica que si se conoce la lectura del voltimetro
(V1), la conductancia de la rama donde se conecta el voltimetro (G), la
conductancia interna del voltimetro (YG) y la conductancia equivalente del resto del
circuito sin Fuentes Independientes (Gty), puede calcularse el voltaje existente en
la rama antes de la conexion del instrumento (V) utilizando la ecuacion planteada.

Como ejemplo de la aplicacion de este Teorema se va a calcular la verdadera
corriente que circula por la resistencia de 5 W del circuito mostrado en la Figura

3.78 si la lectura de un amperimetro con una resistencia interna de 0,5 W
conectado en serie con dicha resistencia es 7,37 A.

110

uinD 40 50

Figura 3.78.- Ejemplo de la aplicacion del
Teorema de Compensacion.

Dadas las especificaciones de este ejemplo hay que aplicar la primera parte
del Teorema de Compensacién para determinar la verdadera corriente que circula
por la resistencia de 5 W. Para este caso se tiene que la resistencia de la rama es
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R = BW, la resistencia interna del amperimetro es R = O0,5W y la resistencia
equivalente del resto del circuito es Rty = (4W|| 1W) = 0,8W. Por lo tanto:

= Q.8W* SW+ OSW 7 57 A—gA (3.168)
0.8W+ 5w

En conclusion, la corriente que circula por la resistencia de 5 W antes de
modificar el circuito con la inclusién del amperimetro es de 8 A.

3.9.-TEOREMA DE BISECCION.

Este Teorema es de gran utilidad cuando se tienen circuitos que pueden
dividirse en dos partes simétricas mediante una linea denominada eje de simetria,
tal como se muestra en la Figura 3.79. Cada una de las partes debe ser la imagen
especular de la otra con respecto al eje de simetria. Ademas de proporcionar un
método para el analisis de las redes que presentan estas caracteristicas, el
Teorema de Biseccion ofrece una nueva forma de estudiar y utilizar las
propiedades de las redes simétricas.

EJE DE
SIMETRI4
RED LINEAL ! RED LINEAL
& C) SIN FUENTES ! SIN FUENTES o
Tz IND EPEN- : IND EPEN- L
DIENTES ! DIENTES

Figura 3.79.- Definicion de la simetria de la red para el
Teorema de Biseccion.

Como se indica en la Figura anterior, las dos redes simétricas deben ser
lineales y no deben contener Fuentes Independientes. Estas son externas a las
redes, y se identifican como e; y e;". Entre las dos redes simétricas puede haber
cualquier numero de conexiones.

El Teorema de Biseccion trata sobre el comportamiento de las redes
simétricas cuando se les aplica lo que se conoce como excitaciones simétricas o de
Modo Comun (e1= e1'= e¢) y antisimétricas o de Modo Diferencial (e1= -e1'= ey).

El enunciado del Teorema de Biseccion es el siguiente:
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(a) (b
RED LINEAL RED LINEAL RED LINEAL
- C) SIN FUENTES SIN FUENTES e e CD SIN FUENTES
dh - IND EPEN- INDEPEN- d 9N - IND EPEN-
DIENTES DIENTES DIENTES

(c) (d)

Figura 3.80.- Planteamiento del Teorema de Biseccion.

12 parte: Cuando se excita una red que posee un eje de simetria como el
indicado en la Figura 3.79 utilizando el Modo Comun, tal como se observa en la
Figura 3 .80.a, las corrientes y voltajes de toda la red no se modifican si las
conexiones entre las dos partes de la red se cortan y se dejan en circuito abierto,
como se indica en la Figura 3.80.b.

22 parte: Cuando se excita una red que posee un eje de simetria como el
indicado en la Figura 3.79 utilizando el Modo Diferencial, tal como se observa en la
Figura 3 .80.c, las corrientes y voltajes de toda la red no se modifican si las
conexiones entre las dos partes de la red se cortan y se unen entre si con un
cortocircuito, como se indica en la Figura 3.80.d.

Dado que este Teorema es vélido para redes lineales, para comprobar su
enunciado puede aplicarse una razonamiento basado en el Teorema de
Superposicién, analizando primero el efecto producido por la fuente e; cuando la
fuente e4' es nula, y luego el caso contrario.

Para la excitacion en Modo Comun, cuando se aplica e; = ec con la otra fuente
en cero, por el enlace k entre las dos redes va a circular la corriente iy, y el voltaje
entre el enlace j y el enlace k va a ser vjk. Si se aplica e1' = ec con la otra fuente en
cero, dada la simetria de la red, por el enlace k entre las dos redes va a circular la
corriente -iy, y el voltaje entre el enlace jy el enlace k va a ser vjk. Al aplicar
simultdneamente las dos excitaciones, esto es, e;1 = e1' = e, la corriente por el
enlace k va a ser ix - ix = O y el voltaje entre el enlace j y el enlace k va a ser vji +
Vjk = 2Vjk. Por lo tanto, como las corrientes por cada uno de los enlaces son nulas,
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pueden cortarse las conexiones y dejarlas en circuito abierto sin modificar las
corrientes y voltajes restantes.

De la misma forma, para la excitacion en Modo Diferencial, cuando se aplica
€1 = eq con la otra fuente en cero, por el enlace k entre las dos redes va a circular
la corriente iy, y el voltaje entre el enlace j y el enlace k va a ser vjx, mientras que
cuando se aplica -e;" = eq con la otra fuente en cero, dada la simetria de la red, por
el enlace k entre las dos redes va a circular la corriente ix, y el voltaje entre el
enlace j y el enlace k va a ser -vjk. Al aplicar simultaneamente las dos excitaciones,
esto es, e; = -e41' = eg, la corriente por el enlace k va a ser ix + ix = 2ix y el voltaje
entre el enlace j y el enlace k va a ser vjx - vjx = 0. Por lo tanto, como los voltajes
entre los enlaces son nulos, pueden cortarse las conexiones y unir los extremos en
un punto comun sin modificar las corrientes y voltajes restantes.

Si se tiene una red que cumple con la condicién de simetria exigida por el
Teorema pero cuyas excitaciones son arbitrarias, es posible descomponer las
fuentes arbitrarias en sus componentes de Modo Comun y Modo Diferencial, aplicar
el Teorema para cada uno de los casos y luego determinar la respuesta total
aplicando el Teorema de Superposicion.

Cualquier par arbitrario de fuentes puede expresarse de la siguiente forma:

les = ec + e
1 €1 c d
fe" = eq - eg (3.169)
Donde e;. y eq son las componentes de Modo Comun y Modo Diferencial

respectivamente. A partir de este sistema de ecuaciones se puede determinar el
valor para cada una de estas componentes.

.[ec— e, + e
| 2 3.170
. e; - ey’ 3. )
lea = =——

2

Una vez conocidas las excitaciones de Modo Comun y Modo Diferencial se
aplica el Teorema de Biseccidon para cada caso y finalmente se calcula la respuesta
total realizando la suma algebraica de las respuestas obtenidas previamente, de
acuerdo con el Teorema de Superposicion.

En el siguiente ejemplo se ilustra la aplicacion del Teorema de Biseccion. Dado

el circuito de la Figura 3.81, se quiere determinar la corriente que circula por la
resistencia Ry, en funciéon de las entradas e; y e7".
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1
=

& R, Rz Ry C’)

Figura 3.82.- Circuito equivalente con la simetria adecuada para aplicar
el Teorema de Biseccion al circuito de la Figura 3.81.
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Para poder aplicar el Teorema de Biseccion es necesario que el circuito sea
simétrico con respecto al eje vertical que puede dibujarse en su parte central, para
lo cual es necesario dividir la resistencia R, en dos resistencias conectadas en
serie, cada una de las cuales tiene un valor de R/2, y separar la resistencia Rz en
dos resistencias conectadas en paralelo, cada una de las cuales vale 2Rs.

Dado que las fuentes e1 y e'; pueden tomar cualquier valor, es necesario
calcular las Fuentes de Modo Comun y Modo Diferencial, aplicar el Teorema de
Biseccion para cada paso y hallar la respuesta total aplicando el Teorema de
Superposicion. Las fuentes correspondientes a cada uno de los Modos estan dadas
por la ecuacion (3.170). La Figura 3.83 muestra los circuitos resultantes para
cada uno de los Modos.

(a) (b

Figura 3.83.- Circuitos correspondientes al Modo Comun y al
Modo Diferencial para la red de la Figura 3.81.

Del analisis correspondiente al Modo Comun, presentado en la Figura 3.83.a
puede deducirse que:

ic=0 (3.171)



Por otra parte, al analizar el circuito correspondiente al Modo Diferencial,
presentado en la Figura 3.83.b, puede observarse que ambos extremos de la
resistencia 2R3 estdn conectados al punto comun o Tierra del circuito, por lo tanto
se tiene que el voltaje egd; es igual a eq. De acuerdo con esto, la corriente it que
circula por la resistencia r, puede expresarse de la siguiente forma:

ir = “HCd - (3.172)
m
rp + (R2 || 5)

Para determinar la relacibn entre la corriente ig y la corriente it puede
aplicarse el principio del Divisor de Corriente:

ig = _Ro iT (3.173)

Rm
Rz + 3)

Sustituyendo en esta ecuacion la expresion de it y el valor de eq en funcion de
e1 Y e'1 se obtiene finalmente:

rpo (2R2 + Rp) + R2 Ry '

ig =

Por lo tanto, la corriente que circula por la resistencia Ry, en el circuito de la
Figura 3.81 esta dada por la siguiente expresion:

-4 R (e1 - e'1) (3.175)
re (2R2 + Ryp) + R2 Ry '

i =ic +iq=

3.10,-TEOREMA DE TELILEGEN,
El enunciado de este Teorema es el siguiente:

Dada una red cualquiera en la que a cada elemento se le asigna un voltaje vy y
una corriente iy de forma que todas las corrientes entran por el terminal positivo
(o viceversa), si en dicha red se selecciona un conjunto de n voltajes de rama de
forma tal que satisfagan la Ley de Kirchhoff de los Voltajes y un conjunto de
corrientes de rama (que inclusive puede pertenecer a otra red con componentes
diferentes de los de la primera pero que tenga exactamente la misma topologia), de
forma tal que satisfagan la Ley de Kirchhoff de las Corrientes, el conjunto de n
voltajes y n corrientes arbitrariamente escogidos satisfacen la ecuacion:
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n
a viik =0 (3.176)

Un caso particular de este Teorema lo constituye la suma algebraica de
todos los voltajes por todas las corrientes de un circuito dado, esto es, la suma
algebraica de las potencias en todos los componentes de dicho circuito, que como
se comprobo en varios ejercicios de capitulos anteriores, debe ser igual a cero.

Tal como se establecid en el Capitulo Il, la aplicacion de este Teorema permite
comprobar si los resultados obtenidos al analizar un circuito eléctrico son los
correctos, ya que si no se cumple que la suma de las potencias entregadas es igual
a la suma de las potencias recibidas, es evidente que se cometié un error en la
determinacion de algunos de los voltajes o corrientes del circuito.
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